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1. Introduccion

Esta es la plantilla para escribir los capitulos de libro. Voy a poner algunos
ejemplos de cosas que podrian ser de utilidad.

En la literatura se pueden encontrar diversos trabajos que hablan acerca de la
estadistica bayesiana, (véase [1] y [5] ). También ha sido aplicada a problemas socia-
les y politicos como se pueden consultar en [10] y [6]. El objetivo de este trabajo es
estudiar el enfoque bayesiano y mostrar algunos métodos para calcular proporciones
de votantes y éxito de candidatos a ganar la préxima eleccién presidencial del 2018.

En la estadistica existen dos tipos de enfoques, el clésico (o frecuentista) y el
bayesiano. La bayesiana es un tipo de inferencia estadistica en la que las evidencias
u observaciones se emplean para actualizar la probabilidad de que una hipétesis
pueda ser cierta.

El nombre bayesiana proviene del uso frecuente que se hace del teorema de Bayes,
este teorema se deriva de un trabajo realizado por el matematico Thomas Bayes,
donde introduce el concepto de probabilidad inversa y ademds permitié entender
cémo las personas cambian su juicio sobre la ocurrencia de algtin evento debido a
informacién adicional. Pero fue Pierre-Simon Laplace quien aplica el Teorema de
Bayes de manera sistemética al anélisis de datos, esto a finales del siglo XVIII [4].

Teorema 1.1 (Teorema de Bayes)
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Sea {Aq, Az, ..., Aiy ooy An} un congunto de sucesos mutuamente excluyentes y ex-
haustivos, y tales que la probabilidad de cada uno de ellos es distinta de cero. Sea B
un suceso cualquiera del que se conocen las probabilidades condicionales P(B|A;).
Entonces,
P(B|Ai)P(4;)
P(A;|B) = —=2 20 50
( 1| ) P(B) )
donde
1. P(A4;) son las probabilidades a priori,
2. P(B|A;) es la probabilidad de B en la hipdtesis A,
3. P(A;|B) son las probabilidades a posteriori.

La inferencia Bayesiana usa un estimador numérico del grado de creencia en una
hipétesis ain antes de observar la evidencia y calcula un estimador numérico del
grado de creencia después de haber observado la evidencia.

Dada una nueva evidencia, el teorema de Bayes ajusta las probabilidades de la
siguiente manera:
P(E|Hy)P(Hy)

P(Ho|E) = P(E) ;

donde

1. Hy representa una hipétesis, llamada hipdtesis nula, que ha sido inferida antes
de que la nueva evidencia, F, resultara disponible.

2. P(Hp) se llama probabilidad a priori de Hp.

3. P(E|Hy) se llama la probabilidad condicional de que se cumpla la evidencia E
si la hipdtesis Hy es verdadera. Se llama también la funcién de verosimilitud
cuando se expresa como una funcién de F dado Hy.

4. P(E) se llama la probabilidad marginal de E.
5. P(Hy|E) se llama probabilidad a posteriori de Hy dado E.

2. Inferencia Bayesiana

En general, el objetivo de la estadistica Bayesiana es representar la incertidum-
bre previa sobre los parametros del modelo con una distribucién de probabilidad
y actualizar esta incertidumbre anterior con nuevos datos para producir una dis-
tribucién de probabilidad posteriori para el pardmetro que contiene incertidumbre;
es decir, la estadistica bayesiana se pregunta explicitamente cémo cambia nuestro
estado de informacion acerca del valor del pardmetro mediante los datos observados.

La diferencia con la inferencia clasica es que esta toma a los pardmetros fijos
y en la Bayesiana suponemos que los pardmetros son variables aleatorias con una
distibucién de probabilidad.
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Cuando los datos se encuentran en un espacio muestral discreto, el teorema
de Bayes visto en términos de funciones de masa se encuentra caracterizado de la

siguiente manera:
f(datos|6) f(6)

f(B]|datos) = Fldatos)

donde 6 es el pardmetro a estimar, f(f|datos) es la funcién a posteriori para el
pardmetro, f(datos|@) se le llama funcién de verosimilitud, f(6) es la funcién a
priori del pardmetro y f(datos) es la funcién marginal de los datos. Si los datos
se encuentran en un espacio muestral continuo, la funcién de densidad marginal se
puede encontrar de la siguiente forma:

f(datos) = /f(datos|6‘)f(9)d9.

Se supone que se tiene una base de datos sobre el parametro que se desea estimar,
luego la densidad marginal de los datos es un nimero ya conocido, de esta forma
puede ser tomado como una constante fija. Asi se deduce que la distribucién a
posteriori es proporcional al producto de la funcién de verosimilitud por la funcién
a priori como se observa en la siguiente ecuacién:

f(0)datos) o< f(datos|0)f(0). (1)
donde el simbolo  significa “proporcional a”.

En resumen los pasos para realizar una estimacion bayesiana son los siguientes:

= Establecer un modelo probabilistico completo: una distribuciéon de probabili-
dad conjunta para todas las cantidades del problema, observables y no obser-
vables.
e Funcién de verosimilitud: f(datos|f).
e Distribucién a priori: f(0).

= Condicionar los datos: obtener la distribucién a posteriori, es decir, la distri-
bucién condicionda a los parametros del modelo, dados los datos.

e Teorema de Bayes: f(6|datos) < f(datos|0)f(0).

Para construir la distribuciéon a priori existen distintas formas de hacerlo, a
continuacion algunas de ellas.

= Distribucién a priori informativa. Ver [8].

1. Estudios empiricos previos.
2. Conocimiento del investigador:

e Por intervalos.
e Estimacion de momentos y supuesto de simetria.
e Reparametriacién de distribuciones. Ej: beta(c- 7, (1 —m) - 7).

» Distribucién a priori no-informativa. Ver [7].
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e Impropias: U(—o0,0) o U(0, 00).
e Distribucién poco informativas: 6 tenga una distribucién N (u, 10000).

En este trabajo se utiliza una distribucién a priori informativa con estudios empiri-
cos previos.

3. Distribucién beta a priori

En esta seccién se expone el caso de una distribucién a priori beta con funcién
de verosimilitud Bernoulli. La funcién de densidad de una distribucién Beta esta
dada por:

Fla+8) -1
fp) = === (1= p)”

donde 0 < p <1y a,f positivas, con esperanza aiw

Sea una muestra aleatoria X = (X1, -, X,;) que tienen una distribucién Bernoulli(p).
Asfi la funcién de verosimilitud es la siguiente:

F(XIp) =p"(1—p)'™", 2 €[0,1],
entonces la distribucién a posteriori segun la ecuacién (1),

F(PIX) oc p>ims o8 (1 — ) =2k o pa =l (1 = p)Pt
_ p22=1 xk-i-a—l(l _p)n—ZL;l wk-',-B—l.

n n

Por lo tanto f(p|X) ~ beta <Z T, +a,n — Z Ty + 5) En conclusién la dis-
k=1 k=1

tribucién a posteriori es de la misma familia parametrica que la a priori. Cuando lo

anterior ocurre decimos que las distribuciones Bernoulli y beta son conjugadas.

Veamos que sucede con nuestras funciones a priori y posteriori para distintos

4-CNAPE

valores de a y S.

CUERPO ACADEMICO DE PROBABILIDAD Y ESTADISTICA BUAP

Figura 1: Gréfica de f(p), f(X|p), f(p|X), donde f(p) tiene pardmetros @ = 5y
B8 =2
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3.1. Ejemplo 1

Pensemos en la poblacién que consiste de todas las personas en México que
pueden votar en la proxima eleccion presidencial del 2018, sea p que representa la
proporcién de esa poblacién que va ejercer su voto. La creencia de una persona
acerca de la incertidumbre en esta proporcion se representa por una distribucién
de probabilidad sobre el parametro. Esta distribucién refleja la opinién subjetiva
previa de la persona sobre los valores plausibles de p.

Segtn informacién que publicé el Instituto Nacional Electoral (INE), solo el
65.44% de las personas que podian votar en el ano 2012 asistieron a las urnas.
Basandose en esta informacién se cree que la proporcién p debe tener un valor ma-
yor que 0.5, o siendo més especificos decimos que el valor de p pertenece al intervalo
de 0.5 a 1.

Para obtener la verosimilitud, se considera que si una persona vota el resultado
serda X = 1y X = 0 de lo contrario. De esta manera podemos considerar a X del
tipo Bernoulli. Si consideramos una sola observacién tenemos que la funcién de ve-
rosimilitud es la funcién de densidad de una distribucién Bernoulli con pardmetro p.

Nuestra distribucién a priori para p esta dada de acuerdo a la experiencia que
se ha visto en la ultima eleccion presidencial del 2012 ya que 50, 323, 153 votaron y
2,913,649 no lo hicieron de acuerdo a datos publicados por el INE (poner referencia).
Si @ =50,323,153 y 5 = 2,913,649 de acuerdo a () la funcién a posteriori es:

507323,154—1(1_ 2,913,648—1

f(pldatos) o p p)

Por lo tanto la funcién a posteriori para la proporcién p es del tipo Beta con pardme-
tros By = 50,323,154 y ap = 2,913, 648.

3.2. Ejemplo 2

De acuerdo a una encuesta nacional en vivienda de El Financiero (Ver [9]) que
se realizo del 19 al 25 de enero del 2017 en todas las entidades federativas, a 1008
personas, se obtuvieron los resultados siguientes.

Porcentaje
Candidato Mar 16 Jun Sep Nov Feb 17
A. M. L. O. 28 31 129 | 29 33
Margarita Z. 24 26 | 28 | 29 27
M. A. O. C. 24 26 | 27 | 26 20
M. Angel M. 14 10 | 10 9 10
El Bronco 9 7 7 7 10

Segtn el periédico La Jornada (Ver [2]), Jueves 23 de Marzo de 2017 p.6, Andrés
Manuel Lépez Obrador se coloca a la cabeza en todos los escenarios. Se realizé una
encuesta, con fecha de 3 de marzo del 2017, a 5275 personas de todo el pais. Los
resultados son los siguientes:
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Marzo 2017
Candidato Porcentaje
Andrés Manuel Lépez Obrador 32.694
Margarita Zavala 27.974
Miguel Angel Osorio Chong 19.214
Miguel Angel Mancera 12.264
Jaime Rodriguez, El Bronco 7.854

Estamos interesados en estimar la proporciones 61, 02, 03, 84 y 05 de que gane
Lépez Obrador, Margarita Zavala, Osorio Chong, Mancera y el bronco respectiva-
mente, de acuerdo a las encuestas presentadas anteriormente. Considerando que las
proporciones no son fijas y se comportan de manera aleatoria, esto debido a distitos
factores como pueden ser: qué partido ocupa la presidencia actualmente, campanas
politicas, puestos que han ocupado los candidatos durante su carrera politica, entre
otras.

Se utiliza el modelo propuesto al inicio de la seccién, donde © = (61,05, ... ,0%)
tiene distribucién a priori Dirichlet y la muestra aleatoria X = (z1,...,x,) tiene
una distribucién multinomial.

En nuestra distribucion a priori tenemos n = 1008, k = 5, a = (a1, o, a3, g, v5),
donde n es el total de adultos encuestados, k el niimero de candidatos a la presi-
dencia y:

=« es el nimero de votos por Andrés Manuel,

= a5 es el numero de votos por Margarita Zavala,
= a3 es el nimero de votos por M. Angel Osorio,

= a4 es el nimero de votos por M. Angel Mancera,

= a5 es el nimero de votos por Jaime Rodriguez.

4. Conclusiones

En este trabajo mostramos el enfoque bayesiano donde a diferencia de la es-
tadistica clasica el pardametro a estimar se toma variable, méas ain, se dice que
tiene alguna distribucién de probabilidad. Mediante el uso de este enfoque vemos
la necesidad de utilizar distribuciones las cuales se le llaman posteriori, a priori
y versomilitud. La primera resulta importante ya que se puede realizar predeccio-
nes para muestras aleatorias posteriores. Aunque en el enfoque bayesiano se puede
pensar que si tenemos dos opiniones iniciales diferentes posiblemente se obtendran
conclusiones que difieren, sin embargo, en un sentido estricto esto puede ser cierto,
mediante la acumulacién de datos estas conclusiones deben coincidir mediante la
distribucién predictiva.

Se trabajaron los casos de distribucién beta-Bernoulli conjugadas y Dirichlet-
multinomial conjugadas, ejemplificando con las votaciones que seran realizadas en
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el 2018. En el primer ejemplo se estimé el nimero de votantes lo cual no resulto
facil ya que por el momento no se encuentran encuestas en el pais sobre si la gente
votard o no, pero se muestra un método con el cual se puede hacerlo una vez que
se tienen las encuestas pertinentes. En el segundo ejemplo se analiza quién tiene
mayor probabilidad de ganar en el 2018 de acuerdo a encuestas publicadas por pe-
riédicos de México, esto mediante la distribucién a posteriori que se encuentra con
una verosimilitud multinomial y una distribucién a priori Dirichlet.

En base a esto, utilizando la distribucién predictiva se puede decir algo sobre
el posible ganador de las elecciones 2018 como tambien la proporcién de personas
que ejerceran su voto. Otro punto importante, es que se usé informacién adicional o
previa que sirvié para nuestros parametros, se asignaron probabilidades subjetivas
y se consider6 el valor del parametro aleatorio.
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