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Capitulo 1

Panorama General

1.1. Introducciéon

Este trabajo trata sobre cadenas de Markov controladas evo-
lucionando en un espacio numerable. En este modelo un agente,
llamado el controlador o tomador de decisiones, observa el estado
del sistema en cada tiempo entero no negativo y selecciona una
accién entre varias alternativas disponibles, intervencién que tiene
un efecto doble, a saber, afecta las probabilidades de transicion del
sistema hacia un nuevo estado, y ocasiona un costo que depende
tanto del estado como de la accién aplicada.

En general, el rendimiento de una estrategia de seleccién de
acciones (llamada politica) se mide usando la sucesién aleatoria
de costos incurridos, y en este trabajo se supondra que el funcio-
namiento de una politica se evalia usando la tasa de crecimiento
exponencial de los costos acumulados. Como se vera mas adelan-
te, esta seleccién del criterio de funcionamiento corresponde a un
controlador averso al riesgo que mide el desempeno de una politica
usando el costo que, en promedio la accién tomada, estd dispues-
to a pagar para evitar la incertidumbre ocasionada por el caracter
aleatorio de los costos que se observaran durante la evolucion del
sistema. En el desarrollo subsecuente se introducird formalmente
la idea de aversion al riesgo, pero por el momento es oportuno
establecer la siguiente formulacién: un agente es averso al riesgo
cuando, para evitar incurrir en un costo aleatorio, estd dispuesto a
pagar una cantidad que excede al valor esperado, asi que el crite-
rio del costo promedio estudiado en este trabajo difiere del criterio
(neutral al riesgo) que se estudia en la teorfa, ahora cldsica, de los
procesos de decisién Markovianos.

Un tema bésico en este contexto es determinar el costo prome-
dio 6ptimo, esto es, el minimo de todos los costos promedio que es
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posible lograr, y el principal objetivo de este trabajo puede formu-
larse como sigue:

e Aproximar el costo promedio 6ptimo sensible al riesgo mediante
los puntos fijos de operadores contractivos.

La solucién a este problema es una extensién de un importante
resultado clasico en la teoria del criterio del costo promedio bajo
neutralidad al riesgo, el cual es conocido como ‘el enfoque descon-
tado’ al criterio del costo promedio.

1.2. La Organizacion

La presentacion del material subsecuente refleja el proceso de
aprendizaje del autor en los 1ltimos tiempos, y ha sido organizada
en 4 capitulos adicionales al presente, los cuales son préacticamente
autocontenidos de manera que pueden leerse de forma independien-
te, de tal suerte que la persona interesada en pasar directamente a
la principal contribucién de este trabajo, puede dirigirse inmediate-
mente al Capitulo 4, el cual estd basado en el articulo ‘A Discoun-
ted Approach in Communicating Average Markov Decision Chains
Under Risk-Aversion, que fue recientemente publicado en las pagi-
nas 585-606 del volumen 187 de la revista Journal of Optimization
Theory and Applications en 2020; vea [59].

La organizacion del resto del trabajo es la siguiente: En el
Capitulo 2 se introducen los conceptos bésicos alrededor de los
cuales gira este trabajo, de tal manera que la exposicién incluye
la definicién formal de cadena de Markov controlada sobre un es-
pacio de estados numerable, y se formulan las ideas de politica de
decisién y de indice de funcionamiento de una politica. Posterior-
mente, se discute la nocién de sensibilidad al riesgo, se define el
criterio del costo promedio para un controlador sensible al riesgo,
conceptos que permiten formular el principal problema que se es-
tudia en esta tesis, a saber, la aproximacion del costo promedio
6ptimo sensible al riesgo por medio de operadores contractivos. A
continuacion, en el Capitulo 3 se estudia la caracterizacién del costo
promedio 6ptimo bajo aversion al riesgo en términos de una ecua-
cion de optimalidad. El propésito principal es analizar una versién
ligeramente mas general del teorema de existencia de soluciones
que fue establecido originalmente por Howard y Matheson [39] v,
como en ese articulo, la exposicién cubre el caso de modelos con
espacio de estados y acciones finitos y utiliza el enfoque algebraico
basado en el teorema de Perron-Frobenious para matrices no nega-
tivas. Sin embargo, en contraste con la versién original de Howard
y Matheson, el argumento presentado no impone condicién alguna
sobre la aperiodicidad de las cadenas de Markov inducidas por las



1.2 La Organizacién

politicas estacionarias. La conclusién principal del capitulo puede
describirise como sigue: Bajo el supuesto de que el espacio de es-
tados es finito, si cada politica estacionaria induce una cadena de
Markov comunicante, entonces el costo promedio 6ptimo estd ca-
racterizado por una ecuacion de optimalidad. Por otro lado, en el
Capitulo 4 se presenta la principal contribucién de este trabajo, la
cual se refiere a procesos de decisién Markovianos con espacio de
estados numerable. La hipétesis basica es que el controlador tiene
un coeficiente de sensibilidad al riesgo constante y positivo, por lo
que el tomador de decisiones es averso al riesgo. En este contexto
el funcionamiento de una politica de toma de decisiones se mide
mediante el correspondiente criterio del costo promedio asociado a
una funcién de costo acotada. Bajo condiciones de comunicacién
que aseguran que el costo promedio es constante, aunque no nece-
sariamente se caracteriza mediante una ecuacién de optimalidad, la
principal contribucién consiste en formular un criterio descontado
mediante el cual es posible aproximar el costo promedio éptimo sen-
sible al riesgo. Finalmente, la exposicién concluye con el Capitulo
5 con algunos comentarios breves y la presentacién de dos posibles
problemas para investigacién futura.






Capitulo 2

Modelo de Decision y
Sensibilidad al Riesgo

En este capitulo se introducen los conceptos basicos alrededor
de los cuales gira este trabajo. La exposicién inicia con la defini-
cion de cadena de Markov controlada sobre un espacio de estados
numerable, formulando las ideas de politica de decisiéon y de indi-
ce de funcionamiento de una politica. Posteriormente, se discute
la nocién de sensibilidad al riesgo, se define el criterio del costo
promedio para un controlador sensible al riesgo, y se presenta el
principal problema que se estudia en esta tesis, a saber, la aproxi-
macién del costo promedio éptimo sensible al riesgo por medio de
operadores contractivos. Finalmente, el capitulo concluye con un
panorama general de la organizacion del material subsecuente.

2.1. Cadenas de Markov Controladas

Una cadena de Markov controlada M = (S, A4, {A(z)},C, P)
es un modelo matematico para un sistema dinamico cuya evolu-
cién es influenciada por un controlador o tomador de decisiones.
Las componentes del modelo son como sigue: El conjunto S es el
espacio de estados, el cual en esta tesis se asume que es un con-
junto numerable dotado con la métrica discreta. El espacio métrico
A es el conjunto de acciones, mientras que, para cada = € S, el
subconjunto no vacio A(x) C A es el conjunto de acciones admi-
sibles en el estado z. Por otro lado C' : K — R es la funcién de
costo por etapa, donde K := {(x,a)|a € A(z),z € S} es la cla-
se de parejas admisibles, y P = [pg,(a)](z,0)ek,yes €s la ley de
transicion. La dindmica del sistema, la cual involucra al controla-
dor de manera preponderante, puede describirse como sigue: En
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cada tiempo t € N := {0,1,2,3,...} el controlador detecta el es-
tado del sistema X; = = € S y, tomado en cuenta el registro de
estados y acciones previos a t, selecciona y aplica una accién (con-
trol) A; = a € A(X}). Esta intervencién tiene dos consecuencias:
(i) Se incurre en un costo C'(Xy, Ay) = C(z,a), y (ii) La siguien-
te propiedad de Markov es véalida: sin importar cual haya sido el
registro previo de acciones aplicadas y estados observados, en el
tiempo t 4 1 el sistema se movera al estado y € S con probabilidad
Pz y(a) > 0, donde las relaciones } cgpzy(a) =1y psy(a) >0
son vélidas para todo (z,a) e Ky y € S.

Politicas. La descripcién anterior pone de manifiesto que el con-
trolador desempena un papel esencial en la evolucion del sistema
a través de la seleccién y aplicacién de acciones (controles). Una
politica es una regla que el tomador de decisiones utiliza para se-
leccionar acciones. Para describir esta idea formalmente, para cada
n € N sea H,, el conjunto de historias posibles hasta el tiempo n,
de manera que Hy := S y H,, = K™ x S cuando n > 1, mientras
que h = (zg,a0,...,Zn-1,an_1,2y) denota un elemento arbitrario
de H,,, donde z,, € S'y (x;,a;) € K para i < n. Con esta notacidn,
una politica se define como una sucesién (especial) 7 = {m,} de
nucleos estocdsticos sobre S dado H,,, i.e.,

(i) Para cada h,, € H,, 7,(-|h,) es una medida de probabilidad
en la familia de Borel del espacio de acciones A, la cual satisface
Tn(A(zn)|hn) =1,y

(ii) Para cada conjunto de Borel B C A, la funcién h,, — m,(Bh,,),
es medible.

La clase de todas la politicas se denota por P. Dado el estado inicial
x € Sy lapolitica m usada para seleccionar acciones, la distribucion
del proceso {(X;, A¢)} se determina de manera tnica por medio
del teorema de Tonescu-Tulcea [3,36,54] y se denota mediante PT.
Representando a la historia aleatoria hasta el tiempo n mediante
H,,, esto es,

H, = (Xo,A0,X1,A1,...,. Xpn_1,An_1, Xpn), (2.1)
la distribucién P se caracteriza por las siguientes relaciones:
Pl[Xo=2]=1
PI'[A, € B|H,, = h,,] = m,(B|h,)
Pl X1 =y|Hn, Ap = ap] = pa,, y(an) (2.2)

donde n € N,z,y € S,h,, € H,, y a, € A(x,) son arbitrarios. Por
otro lado, sea

F=]] A (2.3)

zeS



2.1 Cadenas de Markov Controladas

la familia de todas las funciones f : S — A tal que f(x) € A(x)
para toda x € S. Cada f € I se puede identificar con una politica
muy simple para seleccionar acciones: cada vez que se observe que
el sistema ocupa el estado x, aplique la accién f(x). Esta regla
corresponde a la politica 7/ = {7} que satisface

w({F@a)} hy) = 1 (2.4)

para todan € Ny h,, € H,, y en este caso 7/ y f se identifican
naturalmente, de manera que es legitimo escribir

FCP;

una politica f € F se denomina estacionaria. Note que (2.2) y
(2.4) implican que, bajo una politica estacionaria f, la igualdad
A, = f(X,,) ocurre siempre con probabilidad 1, y entonces

p/f

x

[XTL+1 = y|Hn7An] = P{[Xn-‘rl = y|Hn7 f(Xn)]
= Px,y(f(Xn)) (2.5)

de tal manera que bajo la accién de la politica estacionaria f el
proceso de estados {X,,} es una cadena de Markov con matriz de

transicion [p, , (f())]e,yes-

Indice de funcionamiento. Para decidir como seleccionar las
acciones que se aplicaran, el controlador necesita una forma para
medir el resultado de utilizar una politica, y el instrumento que
se utiliza con este fin se denomina indice de desempeiio, o criterio
de funcionamiento, el cual es una funcién V : S x P — R, donde
para cada (z,7) € S x P el valor V(z,7) se utiliza para medir
el rendimiento de la politica m cuando el estado inicial es Xy =
x. Dado que los controles se seleccionan por medio de 7 € P y
que el sistema inicia su evolucién en el estado z € S, el criterio
V(x, ) puede pensarse como una manera de resumir, por medio
de un sélo ntimero, el comportamiento probabilistico del proceso de
costos {C(X¢, At)}, el cual estd determinado por la distribucién P7.
Comtnmente, el indice V' (z, 7) se forma tomando el valor esperado
de alguna funcién de la sucesién de costos {C(Xy, At)}, como se
ilustra en los tres casos discutidos a continuacion:

(i) Suponga que el controlador estd interesado en el costo incurri-
do hasta antes del tiempo T, el cual es aleatorio y estd dado por

31:_01 C(X¢, Ay); el criterio del costo total (esperado hasta antes
del tiempo T') estd dado por

T-1

> (X, Ay)

t=0

Vr(z,7) = EZ

T

(2.6)
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(ii) Para e € (0,1), el criterio del costo (a-)descontado es

Valz,m) = ET (2.7

Z OétC(Xt, At)
t=0

Este criterio es ampliamente usado en economia puesto que, de-
finiendo @ = 1/(1 + p) donde p es la tasa de interés pagada por
un activo sin riesgo, el indice descontado representa el valor en el
tiempo t = 0 de todos los costos acumulados que se incurrirdn en
el futuro [55,66,67).

(iii) El criterio del costo promedio se define mediante

m—1

D C(Xy, Ay)

t=0

1
V(z,7) = limsup EE;”T (2.8)

m—o0

Este criterio se utiliza cuando se tiene la certeza de que el sistema
operard un numero grande de etapas, pero no se tiene una idea
precisa de cuantas.

Después de haber especificado de manera precisa el indice del
desempenio V' (z,7), el objetivo del controlador es usar una politica
optima 7*, esto es, una politica 7" que satisfaga

V(z,7*) =V*(z), Vxeb,
donde V*(-) es la funcién de valor éptimo determinada por

V*(z) = inf V(z,7), Vzes.
TeP

Aplicaciones de cadenas de Markov controladas con estos y
otros criterios han sido presentadas en diversas areas, como reem-
plazo de maquinaria, manejo de inventarios, crecimiento econémi-
co, control de colas, pesquerias y presas, problemas de ventas y
redes de transportes; vea, por ejemplo, [9, 10, 54, 56, 60, 67]. Por
otro lado, de los tres criterios anteriores, el indice cuyo estudio re-
quiere mas estructura matematica para su estudio es el criterio del
costo promedio ya que involucra el comportamiento ergédico del
proceso {(X¢, Ay)}, v su andlisis estd basado en las propiedades de
recurrencia de cadenas de Markov; vea, por ejemplo, [13,46] para
el caso de espacio de estados numerable, o [49,51] para cadenas de
Markov evolucionando sobre un espacio general de Borel. Un estu-
dio detallado de cadenas de decision de Markov dotadas con varios
criterios, incluyendo los tres mencionados antes, puede encontrar-
se [36-38], asi como en [11]. Por otro lado, el criterio fundamental
en este trabajo es una variante del criterio del costo promedio de-
finido en (2.8), el cual se formulara considerando la sensibilidad al
riesgo del controlador, una idea que se discutird mas adelante.
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2.2. Premio al Riesgo

La idea que subyace en los criterios definidos en (2.6)—(2.8), es que
el controlador valora un costo aleatorio W por medio del valor es-
perado E[W], de manera que serd indiferente entre incurrir el costo
aleatorio W o pagar el valor esperado E[W]. En cierto sentido, esta
visién estd justificada por la ley de los grandes ntimeros. En efecto,
suponga que se realizardn un gran nimero N de repeticiones (in-
dependientes) del experimento que genera el costo aleatorio W, de
manera que se observaran costos aleatorios Wi, Wy, ..., Wy con la
misma distribucién py . Por la ley de los grandes nimeros,

R

y entonces es natural pensar que, cada vez que se vaya a incu-
rrir en el costo aleatorio con distribucién pyy, el controlador esté
dispuesto a pagar la cantidad fija E[W]. Sin embargo, es posible
imaginar situaciones donde, naturalmente, un costo aleatorio pue-
de valorarse de otra manera. Por ejemplo, considere al dueno de
un auto valuado en $250,000 quien paga un seguro de $5000 contra
accidentes. Suponga que (i) el costo Y asociado con un accidente,
el cual es aleatorio, tiene un valor esperado igual a la mitad del
precio del auto de manera que F[Y] = 125,000 y (ii) segun las es-
tadisticas, la probabilidad de que un conductor sufra un accidente
el préximo ano es de 1/1000. Asi, en lo que a su auto se refiere,
el costo aleatorio W que el dueno prevé es W = Y con proba-
blidad 1/1000 y W = 0 con probabilidad 1 — 1/1000 de manera
que E[W] = E[Y]/1000 = 125. Sin embargo, el dueno del auto ha
pagado $5000 a cambio de evitar enfrentarse al costo aleatorio W,
indicando que W es valorado en una cantidad (mucho) mayor que
el valor esperado. Bajo un conjunto de postulados (de racionalidad)
introducidos por Von Neumann y Morgetern, es posible demostrar
que para un observador particular existe una funcién U tal que un
costo aleatorio W se valorard por medio de

E[UW)] (2.9)

(Berger [8]), donde U es (estrictamente) creciente. Luego, al decidir
cual de los costos aleatorios Wy y Wy incurrir, el observador prefe-
rird Wy cuando E[U(Wy)] < E[U(Wh)], y serd indiferente entre los
dos costos aleatorios si E[U(Wy)] = E[U(Wh1)]. El equivalente de
certeza (o equivalente cierto) del costo aleatorio W es el nimero
real

Ey(W) :=U"Y(E[UW)]). (2.10)

En este caso U(Ey(W)) = E[U(W)], de manera que el controlador
serd indiferente entre pagar la cantidad fija &y (W) o incurrir el cos-
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to aleatorio W. Mas ain, ante la oferta de pagar una cantidad ¢ en
lugar de enfrentar el costo aleatorio W, el controlador aceptara la
oferta si ¢ < &y (W), mientras que la rechazara cuando ¢ > Ey (W).
Asi, en el caso del seguro del auto comentado anteriormente, se tie-
ne que Ey (W) > $5000, ya que el dueno aceptd pagar el seguro de
$5000 en lugar de enfrentar el costo aleatorio W. En adelante se
supondrd que la funcién de utilidad U es continua y estrictamen-
te creciente, y que cada costo aleatorio W bajo consideracion es
tal que U(W) tiene esperanza finita, condiciones bajo las cuales
el equivalente cierto Ey (W) estda determinado de manera tnica.
Observe ahora que la comparacién entre dos utilidades esperadas
E[U(W)]y E[U(W1)] no se altera si U se reemplaza por U = al +b
donde a > 0, y por lo tanto la funcién de utilidad de un observador
particular esta determinada sélo hasta una transformacion lineal
(afin) con pendiente positiva.

Definicién 2.2.1 Sea U wuna funcion de utilidad. El premio al
riesgo de una variable aleatoria W con respecto a la funcion de
utilidad U se define como

Ay (W) == Ey (W) — E[W].

Asi, dada una funcién de utilidad U, el premio al riesgo de un
costo aleatorio W es la diferencia entre el equivalente de certeza
Eu (W) y el valor esperado E[W].

Un tomador de decisiones con funcién de utilidad U se llama
(i) averso al riesgo si

Eu(W) > E[W]

para toda variable aleatoria W, mientras que
(ii) el tomador de decisiones es proclive al riesgo si

Ey(W) < E[W].

Por la desigualdad de Jensen, la aversién (proclividad) al riesgo
del controlador es equivalente a la convexidad (concavidad) de la
correspondiente funcién de utilidad [28, 57]. Si el controlador es
tanto averso como proclive al riesgo se llama neutral al riesgo, con-
dicién que equivale a que Ey (W) = E[W] para toda variable alea-
toria W, de tal suerte que la funcién de utilidad es lineal, esto
es, U(x) = ax + b donde a > 0. En este caso, ya que la funcién
de utilidad estd determinada hasta una transformacién afin, puede
tomarse U(-) como la funcién identidad en R.
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2.3. Sensibilidad al Riesgo

El coeficiente de sensibilidad al riesgo, introducido en Pratt [53],
es una medida (local) del grado de aversién o proclividad al riesgo
de un controlador que enfrenta un costo aleatorio cercano a un
valor especifico w € R. Suponga que Y es una variable aleatoria
acotada que satisface

E[Y]=0, Var[Y]=1, (2.11)
y para cada o > 0 defina
W(o) =w+oY. (2.12)

En este caso, W(0) es la constante w y o2 es la varianza de W (o),
esto es,

Ay(W(0)) =0, y Var[W(o)] = o2, (2.13)

de manera que W (o) converge en probabilidad a w conforme o tien-
de a cero. Intuitivamente, la incertidumbre detrds de W (o) proviene
de la positividad de o, y por lo tanto es interesante comparar el
premio al riesgo Ay (W (o)) con la varianza 0. La siguiente propo-
sicién muestra que, para o ‘pequeinio’; Ay (W (o)) es ‘précticamente’
proporcional a o2.

Proposicion 2.3.1 Sea w € R arbitrario pero fijo y, para cada
o > 0, defina W(o) mediante (2.12), donde Y satisface (2.11).
Suponga que la funcion de utilidad U tiene derivada continua de
orden 2 en una vecindad de w y que U'(w) > 0. En este caso,

L AuW(@) 10" (w)
B0 o2 2T (w)

Demostracion. Primero se verificard que
d (W (o))l 0
—Ay(W(0))|o=0 = 0.
do Y 7=0

Con este fin, observe que

UlEy(W(0))) = UEu(W(0))) _ E[UW (9)) = UW(0))]
ElU(w+ oY) —U(w)]

g

)

recordando que U’ es continua en una vecindad de w y que la varia-
ble aleatoria acotada Y satisface (2.11), el teorema de convergencia
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acotada implica que

U(éu(W(0))) = U(Ew(W(0))) U(w+0oY) - U(w)

lim = F |lim

o—0 o oc—0 o
= E[U'(w)Y]
= U'(w)E[Y] =0.

Por lo tanto la funcién o — U(Ey (W (o)) tiene derivada nula en
o = 0, y combinando este hecho con la condicién U’ > 0, se des-
prende que o — Ey (W (o)) es derivable en 0 = 0 y que su derivada
se anula en ese punto, esto es,

déy (W (o))
do

De (2.13) se tiene que

g AuW(0) _ . Au(W(0) = Au(W(0))
o—0 o oc—0 o
d
= phvW@)
= L leyw(o) - EW (o))
o=0
d
— %[EU(W(J)) — w] .
=0,

donde la cuarta igualdad se debe a que E[W(o)] = w para todo
valor de o. Por lo tanto

Ay(W (o)) = o(0). (2.14)

Combinando esta relacién con la igualdad &y (W (o)) = w+Ay (W (o),
un desarrollo de Taylor de U(-) alrededor de w conduce a

U(Eu(W (o)) =U(w + Ay(W(0)))
= U(w) + U'(w)Au(W (o)) + O([Au(W(0))]?)
=U(w) + U (w)Ay (W (o)) + o(c?). (2.15)
Ademads, teniendo en mente que Y es acotada, una expansién adi-

cional de Taylor alrededor de w implica que

1
Ulw+oY)=U(w)+U'(w)oY + §U”(11))(72Y2 + R(w, oY),
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donde el residuo satisface la desigualdad |R(w, ocY)| < k(w, 0)o?Y?,
donde k(w, o) — 0 conforme o — 0: luego,

E[|R(w,0Y)|] < k(w,0)0?E[Y?] = k(w,0)0? = o(c?).

Usando estas dos iltimas relaciones desplegadas y recordando las
igualdades en (2.11), se sigue que

E[lUW(o)] = E[U(w + oY)
=E |U(w)+U'(w)oY + %U”(w)UZYQ + R(w, oY)
= U(w) + oU’ (w)E[Y] + L U"(w)o”E[¥Y?] + E[R(w, 0)
— U(w) + %U"(w)oQ +o(0?).
Combinando esta relacién con (2.15), se desprende que
U/ (w)A(W(0)) = 30" ()0 + o{0?),
igualdad que conduce de inmediato a la conclusion deseada. m

Definicion 2.3.2 Dada una funcion de utilidad U, el coeficiente
local de sensibilidad al riesgo en el punto w € R se define como

Ao (w) = g((;‘j)) .

Con esta notacion, la proposicién anterior muestra que, para
una variable aleatoria W que toma valores en una vecindad ‘pe-
quena’ de w, el doble del premio al riesgo Ay (W) es ‘practicamen-
te’ proporcional a Var [IW], y que la constante de proporcionalidad
estd dada por A\y(w).

2.4. Utilidad Exponencial y Costo Pro-
medio

En el resto del trabajo supondremos que la funcién de utilidad
U tiene primera derivada positiva en R, segunda derivada continua
en R y que el coeficiente de sensibilidad al riesgo Ay (+) es constante
y no nulo, digamos A € R\ {0}:

_ U”(U})
U'(w)

Au(w) =A#0, welR
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Esta relacién equivale a log(U’(w)) = Aw + a donde a es una cons-
tante real, de manera que

U'(w) =ae, weR, dondea=e® > 0;
por lo tanto,

U(w)zgek’ub, weR, dondea>0ybeR.

Como una funcién de utilidad estd determinada hasta una trans-
formacién lineal con pendiente positiva, se tiene que si Ay(-) = A
es constante, entonces la funcién U puede tomarse como

Us(w) = sign(\)e, w € R, (2.16)

la cual es la funcién de utilidad exponencial con paramtero A # 0.
El equivalente cierto de un costo aleatorio W con respecto a la fun-
cion de utilidad Uy se denota mediante £, (W), y estd determinado
por la igualdad

Ur(Ex(W)) = E[UA(W)],

de tal manera que

1

Ex(W) \

log (E [e)‘WD . (2.17)
A continuacién esta nociéon de equivalente cierto se utilizara para
definir un criterio del costo promedio para una cadena de decisién
Markoviana, nocién que fue introducida en la Seccién 2.1. Suponga
primero que el sistema va a operar durante n etapas, de tal suer-
te que el costo aleatorio en que se incurrird es Z?;Ol C(Xy, Ay).
Cuando la politica m € P se utiliza para seleccionar las accciones
aplicadas y el estado inical es € S, usando (2.17) se desprende
que el equivalente cierto del costo total es

Jp(z,m) = %bg (E;r [e)‘zgﬂl C(X"A‘)D , (2.18)

lo que corresponde a un promedio de J,(z;7)/n por etapa, y el
mayor punto limite de estos promedios conforme n tiende a oo es
el costo promedio superior J(x, ) asociado con la politica 7 en el
estado inicial z, esto es,

1
J(x, ) = limsup —J, (z, 7), (2.19)
n—oo N
mientras que el correspondiente costo promedio éptimo estd dado
por
J*(xz) = ingD J(x, ). (2.20)

TE
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El criterio J(z, 7) refleja un punto de vista ‘pesimista’, en el sentido
de que mide el desempeno de la politica m por medio del mayor pun-
to limite de los costos promedio sensibles al riesgo en un horizonte
finito. En contraste, la perspectiva ‘optimista’ mide el funciona-
miento de una politica mediante el menor de los puntos limite de
la sucesion de costos promedio en horizonte finito, dando origen al
criterio del costo promedio inferior,

J_(z,m) = liminf lJn(:rﬂr), (2.21)

n—o0 M

cuya funcién de valor éptimo estd dada por

JE(z) = 711617f) J_(z, ). (2.22)

A partir de estas definiciones se desprende de inmediato que
J_(z,m) < J(z,7), VexeS xeP,

y por lo tanto
JE(C) < T (2.23)

Bajo las condiciones (de comunicacién) que se impondrén en
este trabajo, se mostrara que las funciones de valor 6ptimo superior
e inferor J*(-) y J*(-) coinciden.

Cadenas de decisién dotadas con criterios sensibles al riesgo
han sido usadas en diferentes campos, como estudio de inventa-
rios [15,16], problemas de mantenimiento [19,32], teorfa de apren-
dizaje [50], y finanzas [5, 6,12, 65]. Por otro lado, el estudio de
cadenas de Markov controladas con criterio del costo promedio
puede remontarse, por lo menos, hasta los trabajos fundamenta-
les de Howard y Matheson [39], Jacobson [40], y Jaquette [42,43].
El caso de modelos con espacio de estados y acciones finitos se es-
tudié primeramente en [39], trabajo donde se utiliz6 la teoria de
Perron-Frobenious sobre matrices positivas [48] para establecer una
ecuacion de optimalidad que caracteriza al costo promedio 6ptimo,
y que a la vez permite determinar una politica estacionaria épti-
ma. Ese importante resultado se obtuvo bajo la siguiente condicién
de comunicacion: sin importar la politica usada por el controlador,
para cada par de estados x y y es posible vistar y cuando el estado
inicial es x. La teoria tomé impulso en la década de 1990, con los es-
tudios de [30,41,58,68], los cuales consideraron modelos en tiempo
continuo o con espacio de estados de Borel. Modelos discretos, es
decir, con espacio de estados numerable y tiempos de observacién
igual a N, se estudiaron en [29], [33], [47] donde el enfoque estuvo
basado en la introduccién de un juego estocéstico auxiliar. Por otro
lado, el criterio del costo promedio (2.19) ha sido estudiado para
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modelos con con espacio de estados de Borel o costos no acotados
en [25-27], donde el indice promedio se estudié por medio de ope-
radores contractivos bajo la condicién de que el proceso de estados
satisface una condicion fuerte de mezclado y que el coeficiente de
sensibilidad al riesgo es ‘pequeno’, mientras que en [35] y [44] se
supuso que la funcién de costo tiene estructura penalizada, en el
sentido de que crece sin limite al ‘alejarse’ de un estado fijo; en estos
dos ultimos trabajos se usé un enfoque basado en la introduccién
de un juego auxiliar, mientras que modelos con costos penaliza-
dos fueron estudiados via argumentos de programacién dindmica
en [23]. Por otro lado, en [21] se demostré que los resultados de
Howard y Matheson en [39] no pueden trasladarse directamente a
modelos no comunicantes; por ejemplo, aun bajo fuertes requeri-
mientos de ergodicidad como la condicion simultanea de Doeblin
(bajo la cual existe un estado z que es accesible desde cualquier
otro estado sin importar la politica empleada), no es posible asegu-
rar que el costo promedio éptimo esté caracterizado por medio de
la ecuacién de optimalidad. Adicionalmente, en [17] se mostré que
bajo la condicién simultanea de Doeblin la ecuacién de optimalidad
para el criterio (2.19) tiene un a solucidn si el coeficiente de sensibi-
lidad al riesgo es suficientemente pequenio. En conjunto, estos dos
ultimos trabajos muestran que obtener una caracterizacion general
del costo promedio 6ptimo para un valor general del coeficiente de
sensibilidad al riesgo es problema interesante que debe estudiarse
bajo condiciones fuertes de comunicacién.

2.5. El Problema

El problema que se estudia en este trabajo es el siguiente:

e Aproximar el costo promedio 6ptimo sensible al riesgo mediante
los puntos fijos de operadores contractivos.

El cual es una extensién al contexto sensible al riesgo de un
problema clasico en la teoria de cadenas de Markov controladas. En
el caso neutral al riesgo la solucion a este problema es un resultado
conocido como el enfoque descontado al criterio del costo promedio,
el cual relaciona los criterios descontado y promedio introducidos en
(2.7) y (2.8). Para describir dicho resultado, es necesario introducir
la siguiente notacién:

Dado a € (0,1) sea V} : S — R la funcién de valor 6ptimo corres-
pondiente al criterio descontado V., (x,7) en (2.7), esto es,

V*(z) = inf Vi (z,7), V€S
(x) Inf (x,m) x €

e
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En este caso, es posible verificar que
Va(z) = To[Val(z), Vzes, (2.24)
donde para cada funcién acotada W : S — R

T [W](z) = aeiglfx)[C’(x, a)+a pr)y(a)W(y)], Vo € S. (2.25)
y€eS

vea, por ejemplo, [36,54,56,67]. Con esta notacidn, se tiene que T,
es un operador contractivo respecto a la norma del supremo con
moédulo «, esto es,

|ITa[W] = To[W]|| < a|W -~ W|
y (2.24) establece que V. es punto fijo de T, es decir

Vo =TalVg5]-
Ahora, sea
V*(z) = inf V(z,7), Vxes.
TeP

la funcién de valor éptimo correspondiente al criterio del costo
promedio V(z,n) en (2.8). En este caso, el enfoque descontado
establece condiciones bajo las cuales

lim (1 — @)V (x) =V*(z), VxeS. (2.26)

a—1
Uno de los primeros resultados en esta direccién se encuentra en
[56], p. 149, donde la anterior convergencia se establecié bajo la
condicion de que existe un estado z € S'y 8 > 0 tal que

psz(a) > B, (r,a) €K (2.27)

Posteriormente, la convergencia (2.26) se ha obtenido bajo otras
condiciones, como la condicién simultdnea de Doeblin [36], la cual
generaliza (2.27) y establece que existe una constante finita B tal
que

ETT.]<B, VzxeS, mwecP, (2.28)

vea [2]. El enfoque para obtener la convergencia (2.26) se basa
en un hecho fundamental: Bajo la condicién (2.28) la funcién de
costo promedio éptimo V*(-) es constante, digamos g, y dicho valor
es el Unico ntmero real para el cual existe una funcién acotada
h : S — R tal que se satisface la siguiente ecuacién de optimalidad:

g+ hia)= inf [C.a)+ Y pey@h)).  (229)
yeS
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Por otro lado, note que (2.24) y (2.25) implican que
(I —a)Vi(z) +aVi(z)
= inf )[C(x, a)+a Yy pay(@)Vi (), (2.30)

€A
a (z ves

y comparando estas dos tultimas ecuaciones se desprende que, si
(1 — a)VZ(-) es ‘aproximadamente constante’, digamos g*, enton-
ces la pareja (g*, V() es una solucién ‘aproximada’ de (2.29),
de manera que g* =~ g. El argumento que formaliza este enfoque
intuitivo consiste en demostrar que, conforme o 1, (1 — )V (x)
converge y que el limite no depende de x, de manera que si a es
cercano a 1, entonces (1 — )V (-) es aproximadamente igual al
costo promedio 6ptimo.

En el contexto sensible al riesgo en que este trabajo se desa-
rrolla, la solucién al problema de aproximacién se presentara bajo
condiciones que, en general, no implican que el andlogo sensible al
riesgo de (2.29) se satisface, lo cual es una caracteristica interesante
del analisis desarrollado en este trabajo.



Capitulo 3

Ecuacion de
Optimalidad

En este capitulo se estudia la caracterizacién del costo prome-
dio éptimo bajo aversion al riesgo en términos de una ecuacién de
optimalidad. El propdsito principal es analizar el teorema de exis-
tencia de soluciones que fue establecido originalmente por Howard
y Matheson [39] y, como en ese articulo, la exposicién cubre el caso
de modelos con espacio de estados y acciones finitos y utiliza el
enfoque algebraico basado en el teorema de Perron-Frobenious pa-
ra matrices no negativas [31,48]. Sin embargo, en contraste con la
versién original de Howard y Matheson, el argumento presentado
a continuaciéon no impone condicién alguna sobre la aperiodicidad
de las cadenas de Markov inducidas por las politicas estacionarias.
La conclusiéon principal del capitulo puede describirise como sigue:
bajo la condicién de que cada politica estacionaria induce una ca-
dena de Markov comunicante, se demuestra que el costo promedio
optimo estd caracterizado por la ecuacion de optimalidad.

3.1. Introduccion

En este capitulo se estudian cadenas de Marov controladas con
espacio de estados finito, contexto en el que se analiza la caracte-
rizacién del costo promedio éptimo suponiendo que el controlador
es averso al riesgo y que el modelo es comunicante, esto es, bajo
cada politica estacionaria cualquier estado y € S puede ser alcan-
zado sin importar el estado inicial x. Las principales conclusiones
son que el costo promedio éptimo no depende del estado inicial, y
que su valor comun se caracteriza mediante una sola ecuacién de
optimalidad. Suponiendo adicionalmente que el conjunto de accio-

21
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nes es finito, este resultado fue establecido por Howard y Matheson
en [39], utilizando un enfoque algebraico basado en el teorema de
Perron-Frobenious sobre matrices positivas, y posteriormente este
resultado se extendié al caso de un espacio compacto de acciones
en [22], donde se utilizaron técnicas de programacién dindmica apli-
cadas a un problema auxiliar de costo total hasta el retorno a un
estado especificado de antemano. En las siguientes secciones se es-
tudian estos resultados presentando argumentos alternativos a los
usados en los dos trabajos antes mencionados.

La presentacion del capitulo ha sido organizada de la siguiente
manera: En la Seccién 3.2 se introduce una ecuacién de optima-
lidad sensible al riesgo, la cual, cuando tiene solucién, determina
el costo promedio 6ptimo y permite obtener politicas estacionarias
Optimas respecto al criterio del costo promedio, conclusiones que se
establecen en el Teorema 3.2.1, el cual se conoce como el teorema
de verificacién. A continuacién, en la Seccién 3.3 el resultado fun-
damental de Howard y Matheson sobre la existencia de soluciones
de la ecuacién de optimalidad bajo aversion al riesgo se enuncia
como el Teorema 3.3.1; dicho resultado se refiere a modelos finitos
(es decir, con espacios de estados y acciones finitos) y requiere im-
poner condiciones estrictas de comunicacion, las cuales se enuncian
formalmente en la Hipdtesis 3.3.1. La demostracion de este resulta-
do se basa en los resultados auxiliares establecidos en la Seccién 3.4
sobre matrices no negativas y comunicantes, particularmente en las
relaciones de Collatz-Wielandt [48] que caracterizan el valor propio
de moédulo maximo, propiedades que se utilizan para demostrar el
teorema de existencia de soluciones en la Seccién 3.5.

3.2. Teorema de Verificacion

En esta secciéon se formula la caracterizacion del costo promedio
optimo a través de la ecuacion de optimalidad, la cual se formula
a continuacién como la relacién (3.1).

Teorema 3.2.1 [Teorema de verificacién.] Sea M una cadena de
Markov controlada como en la Seccion 2.1, y suponga que la cons-
tante g € R y h: S — R satisfacen

MA@ — pf | AC(@a) mey(a)e)‘h(y) , VzelS, (3.1)
a€A(x) ves

donde h(-) es acotada, esto es,

||| = sup |h(x)] < oo.
z€eS
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En estas circunstancias, las siguientes afirmaciones son vdlidas:

(i) Para cada politica m € P
J-(;m) > g;
vea (2.21).

(ii) Para cada € > 0, existe f. € F tal que

eMate)+Ah(z) > AC(z,fe(2)) szy(fa(x))e’\h(y)7 Ve S (3.2)
yes

y esta politica f- satisface

1
g+ > limsup ——Ju(w: fe) = J(x. f2). Ve €S,

n—oo M+ 1

(iii) Las funciones de costo promedio dptimo superior e inferior
coinciden y son iguales a g, esto es,

J (x)=g=J"(x), VzeSs.
(iv) Si la politica estacionaria f € F es tal que

AT = AOEIE) S p ()M, Vres,  (33)

yeS
entonces
. 1
g= nll}n;o s 1Jn(cL‘,f)7 Vo e S.

Demostracién. Sea (g, h(-)) una solucién de la ecuacién (3.1).
Primeramente, observe que para cada x € S'y w € P las siguientes
relaciones ocurren con probabilidad 1 con respecto a la distribucién
Pr:

AT < ACXGA) S (4N W)
yeSs
_ E7r I:e)\C(Xf,,At)"r)\h(XHJ)

Ht7 At] ) (34)
donde H; es la historia del proceso hasta el tiempo ¢, y la propiedad
de Markov se utiliz6 para establecer la igualdad; vea (2.1) y (2.2).

(i) Considere un estado z € S y una politica 7 € P arbitrarios,
y note que la variable aleatoria eXt0 AC(Xe,Ab) g o(H,)-medible,
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de tal manera que para todo entero positivo n

ET e 2t=o C(Xt, Ar)+Ah(Xnt1)

H,, An}

AT O(X A e | AC (X, Ar)+FAR(Xn
— * im0 O(Xs t)EI [e ( )HAR(X 1)

Ha, Au
> SIS0 C(Xe,Ar) JAgH+AR(Xn)

— e)‘ge)\ E?;Ol C(Xt,Ar)+Ah(Xn)
)

donde la relacién (3.4) se usé para establecer la desigualdad. Por
lo tanto

BT [e/\EZ;o C(Xt7At)+)\h(Xn+1)i|

> AT [e/\ Tio C(Xe, A +M(Xn) | (3.5)

Observe que poniendo ¢t = 0 en (3.4) se obtiene que

ET [e/\C(XO,AO)+>\h(X1):|

> M@y e S reP, (3.6)

y combinando estas dos ltimas relaciones, por medio de un argu-
mento de induccién se concluye que
ET [6)\2?:0C(Xt,At)Jr)\h(XnH)}

> ANt DgHAM() -y e S reP, neN, (3.7)

de tal manera que, usando (2.18) y recordando que h(-) es acotada,

MBI @im) — Akl g {ex i C<Xt,At)}
> BT |:e)\ >t C(Xt.,At)Jr)\h(Xn)]

> e)\ng-i-kh(w) > ekng—)\HhH’ n=1,2.3,...,

Por lo tanto
Jn(z;m) > ng — 2||A]l,

y como n € N\ {0} es arbitrario, por medio de (2.21) se sigue que

1
J_(z;7) = liminf —J,, (z;7) > ¢,

n—oo N

demostrando la parte (i).
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(ii) Sea (g, h(-)) una solucién de (3.1). Por la definicién de {nfimo,
para cada € > 0y z € S existe una accién f.(z) € A(z) tal que

eMate)+AR(z) > AC(x,fe (@) pry(fg(x))e/\h(y), Ve e S, (3.8)
yeSs
Recordando que la igualdad
Pe[Ay = f(X)] =1 (3.9)
es siempre valida y usando la propiedad de Markov, la desigualdad
(3.8) equivale a

M gte)+An(Xy)

> AC(XeAr) prt (A ®)
yeSs

= Bl {eAC(Xt,At)+)\h(Xt+1

Ht] Plec.s., Vo € S, t € N.(3.10)

Sea x € S arbitrario pero fijo y observe que XS0 AO(Xe, Ay
medible respecto a o(H,), de tal manera que

)es

Bl {ex o C(Xe, A)+AR(Xn 1)

)

= T C(Xe A B [eAC(XmAn)+>\h(Xn+1)

Hn]
< A TI O A Alge) +AR(XK)

— Mote) AT C(Xe, A +AR(X )
b

donde la relacién (3.10) se usé para establecer la desigualdad. Por
lo tanto

Bl [exz;;o c<xt,At>+Ah<xn+1>}

< Mot - {ex oK C(Xt,A,,>+Ah<Xn)} . (3.11)

Notando ahora que el caso ¢t = 0 en (3.10) establece que

i [GAC(XO,AO)-i-/\h(Xl)} < Aote)tAR()

un argumento de induccién combinando este hecho con (3.11) con-
duce a

Bl [e)\ PO C(X,,,At)+>\h(Xn+1)}

< gt @) g e 60 n e N\ {0}, (3.12)
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y combinando esta relacién con (2.18) se obtiene que, para todo
entero positivon y x € .5,

e~ MBI @ife) — o= AllRl 1 [e)‘ Dy C(Xt,At)}

< E£E {e’\ sy C(Xt,A,,)+)\h(X,,,)}

< PnlgHe)AR(@) < An(gte)TAlR]

Por lo tanto J,(x; f:) < n(g +¢) + 2||h||, y como n € N\ {0} es
arbitrario, por medio de (2.19) se sigue que

J(x; fg)—hmsup J (z; f) < g-+e,

n—oo

estableciendo la parte (ii).
(iii) Sea € > 0 arbitrario y sea f. € F la politica estacionaria en
(3.2). En este caso la parte (ii) implica que

g+e>J(5fe) =T ()

donde la desigualdad se debe a (2.20). Por lo tanto, puesto que
€ > 0 es arbitrario,

9= J()
Por otro lado, via (2.22) y la parte (i) se obtiene

*() = i . >
JZ() T}ggJ(,ﬂ)fg,

y combinando estas dos ltimas relaciones con (2.23) se desprende
que J*(-) = g = J (..

(iv) Suponga que f € F satisface (3.2). En este caso (3.3) ocurre
con ¢ = 0, y un argumento paralelo al usado en la parte (ii) conduce
a

g > J(x; f)—hmsup J (z; f);

n—oo

puesto que

J_(z; f)—hmlnf J (x; f) >

n—oo

se deduce que

g*hmsup J (x; ) = liminf — J( i f),

n—o00 n—oo n

concluyendo el argumento. m
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3.3. Existencia de Soluciones

En esta secccion se formulan condiciones bajo las cuales existen
soluciones (g, h(-)) de la ecuacién de optimalidad (3.1).

Hipétesis 3.3.1 (i) El espacio de estados S y el espacio de accio-
nes A son finitos;

(#1) Bajo la accién de cada politica estacionaria f € T, el espacio
de estados es comunicante, esto es,

Para cada xz,y € S existe n = n(f,z,y) > 0 tal que
PI[X, =y] > 0. (3.13)

Teorema 3.3.1 Sea M = (S, A, {A(x)}zes, P,C) una cadena de
decision Markoviana que satisface la Hipdtesis 3.5.1. En este con-
texto, para cualquier coeficiente de sensibilidad al riesgo A > 0,
existen g € R y h : S — R tales que, para todo x € S,

Ag+Ah(z) . AC(z,a) E Ah(y) 3.14
(& = 1min (& a)e . .
a€A(x) yespxy( ) ( )

Este teorema es una version algo mas general que el resultado
original de [39], donde, ademds de la Hip6tesis 3.3.1, adicionalmente
se suposo que para cada f € F la cadena de Markov inducida
por f es aperiddica, condicién que equivale a que exista un entero
N = N(f) tal que

P/ Xy =y] >0, z,y€S8. (3.15)

El Teorema 3.3.1 se demostrara en la Seccién 3.5, después de esta-
blecer los resultados auxiliares necesarios en la siguiente seccién.

3.4. Resultados Auxiliares

En esta seccién se presentan los resultados técnicos prelimina-
res que se usaran para demostrar el Teorema 3.3.1. En [39] ese
resultado se establecié usando que el valor propio positivo de una
matriz no negativa es mayor que el médulo de cualquier otro va-
lor propio, un hecho que es parte del teorema clésico de Perron-
Frobenious [31,48]. En este trabajo el enfoque que se usard para
demostrar el Teorema 3.3.1 pone de relieve el importante papel del
concepto de matriz comunicante en el estudio del criterio promedio
sensible al riesgo.
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Definicién 3.4.1 Sea A una matriz no negativa de orden k X k,
esto es,
Aij >0, 4,5=1,23,...,k

En estas circunstancias, A es comunicante si para cada par de en-
teros i,j € {1,2,...,k} existe una sucesion ig,i1,... 4. con com-
ponentes en {1,2,3,...,k} tal que

o=1 =73, Y Ait717it >0, t=1,2,...,m (316)
Observacién 3.4.1 (i) La sucesion ig = i,i1,...,i, = J en (3.16)
se denomina un camino desde i hacia j con longitud r. No es dificil
ver que st existe un camino de ¢ hacia j, entonces existe un camino
de longitud menor que k.

(ii) Teniendo en mente la definicion de multiplicacion matricial, el
comentario anterior implica que una matriz no negativa de orden
k X k es comunicante si y solo si

k—1
Sy A'>o,
t=0

donde para una matriz M, la desigualdad M > 0 siginifica que
todas las componentes de M son mayores que cero.

Se usard la siguiente notacién. Un vector genérico en RF se
considera un vector columna y se denota por una letra en negri-
tas, mientras que sus componentes se escriben con la letra nor-
mal correspondiente, como en x = (1,2, ...,2x) . Por otro lado,
1=(1,1,...,1) € R¥ denota al vector con todas sus componentes
iguales a 1, mientras que para una matriz cuadrada A, la n-ésima
potencia se escribe como A", de manera que A° = I es la matriz
identidad, y A* = Ax A*~! para t > 1. Finalmente, desigualdades y
operaciones con vectores se interpretan componente a componente:
por ejemplo, si x = (21, 2Z2,...,2k) vy = (y1,92, ..., yx) entonces

x<y < z; vy, i=12,...k,

x* = (23,25,...,2%)
siempre que el lado derecho tenga sentido. Por otro lado, si K es
un espacio topolégico, C(K) denota la clase de todas las funciones
reales y acotadas definidas en K, y ||C||: = sup,cx |C(z)| < oo
representa la norma del supremo de C' € C(K). Dado un evento N,
la correspondiente funcién indicadora se representa mediante I[N],
y todas las relaciones que involucran esperanzas condicionales son
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validas con probabilidad 1 con respecto a la medida de probabilidad
en contexto.

La herramienta principal que se usara para establecer la exis-
tencia de una solucién de la ecuacién de optimalidad (3.1) es el
siguiente resultado, el cual es parte de las conclusiones del teorema
de Perron- Frobenious [31,48].

Teorema 3.4.2 Sea A una matriz de orden k x k con componentes
no negativas,y suponga que A es comunicante. En este contexto, las
afirmaciones a continuacion son vdlidas.

(i) A tiene un valor propio positivo que admite un vector propio
positivo (esto es un vector con todas sus componentes mayores que
cero). Mds precisamente, existen u >0 y m € (0,00)* tales que

Am = pm,;

el par (u, m) se denomina un eigenpar positivo de A.
(ii) El valor propio positivo p en la parte (i) es unico y es igual a
la tasa de crecimiento de los iterados multiplicativos de A, esto es,
para cada vector no nulo x € [0, o)k,

lim [A”x]l/" = ul.

n—oo
(iii) Un sub-eigenvector o super-eigenvector no negativo de A co-

rrespondiente a [ es, necesariamente, un eigenvector. Mds preci-
samente,

i x € [0,00)"

Ax > pux 6 Ax<ux = Ax = pux.

Como se hara patente en el argumento usado para demostrar
este resultado, la demostracién de este teorema es mas sencilla
cuando todas las componentes de A son positivas, un caso que sera
analizado incialmente. Asi mismo, el argumento siguiente mostrara
que la parte (ii) se desprende de inmediato de la parte (i), mientras
que la parte (iii) es consecuencia de la condicién de comunicacién.
La siguiente notacién sera util.

Definicién 3.4.3 Sea A una matriz positiva de orden k X k.

(i) Para cada x = (xq,...,2x)" € (0,00)% defina

11(x) = min { [‘i’f}z i = 1,2,...,k} , (3.17)
)
p = sup p(x). (3.18)

x€(0,00)k
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(i1) El nimero a asociado con la matriz A se define mediante

Aij | .
a:maX{Ar]j z,r,y:l,?,...k},

mientras que el conjunto K estd dado por

7i:1,2,...,k}.

Note que pu(-) > 0, puesto que todas las componentes de A
son positivas, una propiedad que también implica que a estd bien
definido como un numero real positivo, de manera que K es un
subconjunto compacto del cono (0, 00)*. Las siguientes propiedades
se desprenden directamente de la Definicién 3.4.3:

ICz{Xe(O,oo)]~C <z <

> e

1
ak

p(ex) = u(x), v Ax > pu(x)x, x€(0,00)", ¢>0. (3.19)

A continuacién, se mostrard que p* en (3.18) es el valor propio
positivo de la matriz A que admite un vector propio positivo; tal
caracterizacién es una relacién de Collatz-Wielandt [48]. El punto
de partida hacia la demostracion del Teorema 3.4.2 es el siguiente.

Lema 3.4.4 Sea A una matriz de orden k x k tal que
Ai; >0, 4,5=1,23,...,k

Usando la notacion de la Definicion 3.4.3, las siguientes afirma-
ciones son vdlidas.

(i) Para cada x € (0, 00)*

H(AX) > pu(x).

(ii) La inclusidn

Ax
— €K
1'Ax

es vdlida para todo x € (0, 00)".

(iii) En la definicion de p* el mdrimo sobre x € (0,00)* puede
reemplazarse por el mdximo sobre x € IC, esto es,

p* = sup pi(x).
xeX

(iv) Eziste y* € K C (0,00)* tal que p* = u(y*).
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Demostracién. (i) Sea x € (0,00)* arbitrario pero fijo, y defina
z = Ax. Usando la desigualdad en (3.19) se desprende que Az =
A(Ax) > A(u(x)x) = p(x)Ax, es decir, Az > p(x)z, una relacién
que conduce a pu(Ax) = p(z) > p(x), por la Definicién 3.4.3(i).

(ii) A partir de la especificaciéon del nimero a en la Definicién
3.4.3(ii), se tiene que

Aij<aA.j, 1i,j=1,2,3,... k. (3.20)

Dado un indice r entre 1 y k, esto implica que, para cada x €
(0,00)",

E ok E ok k
1'Ax = Z ZAz‘jl”j < Z Z ad, jr; = aZ[Aan = ak[Ax],
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1
de manera que

[Ax],
1Ax’

< r=1,2,3,.... k. (3.21)

1

ak
Anélogamente, para un indice fijo r y x € (0,00)*, usando (3.20)
se obtiene que

r=1j=1 r=1j=1
y entonces
[Ax] a .
]l/A;SE’ 1=1,2,3,...,k,

y combinando esta relacién con (3.21) se obtiene la conclusién
deseada; vea (3.4.3).
(iii) Observe que (3.18) y la parte (i) implican que

p* = sup p(Ax),
x€(0,00)*

un hecho que combinado con la igualdad en (3.19) conduce a

N Ax
pt = sup p(o— ) =suppu(y).
x€(0,00)F I'Ax yeKx

donde la segunda igualdad se debe a la parte (ii).

(iv) Puesto que K es un conjunto compacto, y u(-) es una funcién
continua, se tiene que existe y* € K tal que u(y™) = supy e p(y),
y entonces p* = p(y™*), por la parte (iii). m



32

A continuacién, el lema anterior se usara para demostrar el
principal resultado de esta seccién.

Demostracion del Teorema 3.4.2. El argumento se ha dividido
en dos casos:
Caso 1: Todas las componentes de A son positivas.
En este entorno, sea p* el ntimero en (3.18) y, usando el Lema
3.4.4(iv), seleccione un vector y* € (0,00)" tal que u* = u(y*), de
manera que

Ay = p'y”,
por (3.19).

(i) Se mostrard que

Ay* = p*y”. (3.22)

Para verificar esta relacién, sea
* X %
z=Ay" —u'y

y note que z > 0. Ahora, suponga que z es un vector no nulo.
En esta circunstancia, usando que A;; > 0 para todo indice i, j, se
desprende que Az > 0, es decir,

A(Ay™) — p*Ay* > 0,

de tal manera que existe € > 0 tal que A(Ay*) —p*Ay™* > ep* Ay™,
esto es, A(Ay*) — (1 + &)u*Ay* > 0, y entonces

A(Ay") > (1+ )" Ay",

Por la Definicién 3.4.3, esta desigualdad implica que p(Ay*) >
(1 4 e)p*, contradiciendo el hecho de que p*(> 0) es el mdximo
de la funcién p(-). Esta contradiccién proviene del supuesto de
que el vector z es no nulo, y se concluye que z = 0, igualdad
que equivale a (3.22). Luego, el par (u,m) = (p*,y*) satisface la
primera conclusién del Teorema 3.4.2.

(ii) Observe que Am = pym implica que A"m = p™m para todo
entero n > 0, de tal forma que [A"m]"™ = ;[m]'/", y entonces

lim [A”m}l/n = p lim [m]Y" = pl. (3.23)

n— oo n—oo
Ahora sea x € [0,00)" un vector no nulo arbitrario pero fijo, y note
que x = Ax > 0. Puesto que m tiene componentes positivas, se
sigue que existen constantes positivas ¢y y ¢1 tales que com < x <
c1m, de tal manera que

A" Im < A" % = A"x < ;A" 'm;
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tomando la raiz n-ésima y después el limite conforme n tiende a co
en esta relacién, por medio de (3.23) se desprende que [A"x]'/" —
11, lo cual implica la unicidad del valor propio positivo .

(iii) Suponga que x € [0,00)* satisface Ax > ux, de manera que
z = Ax — ux > 0. Suponga ademds que z es no nulo. En este caso
x # 0y, usando que A;; > 0 para todos los indices i, j, se sigue
que Az > 0, es decir,

Az = A(Ax — ux) = A(Ax) — pA(x) > 0.

Por lo tanto, existe € > 0 tal que Ay — (1 +&)uy > 0, donde y =
Ax(> 0), y entonces A"y > (1 +¢)"u"y paran = 1,2,3,...; asi,
lim,, 00 [A"y]Y™ > (1 + €)1, lo cual contradice la parte (ii). Por
lo tanto si x € [0,00)* satisface que Ax > ux, entonces Ax = ux.
De forma similar, se puede verificar que si Ax < pux para algin
vector no nulo x € [0,00)", entonces Ax = px. Esto completa la
demostracion del Teorema 3.4.2 cuando todas las componentes de
A son mayores que cero.

Caso 2: La matriz no negativa y comunicante A es arbitraria.

Defina las matrices A y A por
A=T1+A4A y A= AP

y observe que
LIRSS
A= A" >0
> ()r=o

donde la Observacién 3.4.1(ii) se uso para establecer la desigualdad.
Usando el caso 1 aplicado a la matriz A, se desprende que existe
un par (i, m) que satisface

>0 y me(0,00)"

y
Am = jir. (3.24)

En este caso

n—oo n—oo

il = lim [A"m]'™ > lim [m]"/" =1,
donde la desigualdad se debe a que A > I. Luego,
il
Defina

k—1

=AY, m= [Z AT

r=0

m y p=p-1, (3.25)
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y observe la siguiente factorizacién:

A— I = AF —pFr

k—1
(A [z i
r=0
k—1 ) A
=Y pFtrAT| (A - ). (3.26)
r=0

Usando que A > Ay i > 1, la Observacién 3.4.1(ii) implica que la
matriz entre corchetes en la anterior expresién tiene componentes
positivas. Por lo tanto, puesto que m > 0, se desprende que m > 0.
Por otro lado, note que (3.24)—(3.26) implican que

k—1
0= (A—jlm=(A—al) [Z fAFTAT i = (A — ad)m.
r=0

Por lo tanto, Am = am, igualdad que equivale a
Am = pm; (3.27)
vea (3.23) y (3.25).

(i) Puesto que m tiene coordenadas positivas, usando (3.27) es
suficiente mostrar que p > 0. Para lograr este objetivo, observe que
i # 0. En efecto, si ¢ = 0 la anterior relacién desplegada implica
que Am = 0, y entonces, puesto que A tienen componentes no
negativas y m € (0,00)¥, se desprende que la matriz A es nula,
contradiciendo que A es comunicante. Por otro lado, como ya se
notd, la relacién i > 1 ocurre, de manera que p > 0 (por (3.25)),
y entonces u tiene todas sus componentes positivas.

(ii) Esta parte puede establecerse usando un argumento similar al
empleado en el Caso 1.

(iii) Sea x € [0,00)* un vector tal que Ax > px. En este caso (3.4)
y (3.25) impican que R

Ax — x>0,
asi como Ax > fx. A partir de esta desigualdad, una aplicaciéon

del Caso 1 a la matriz A implica que (A — iI)x = 0, y combinando
este hecho con la factorizacién en (3.26) se desprende que

k—1
[Z ﬂk—l—rAr

r=0

(A—pIx =0;

Como ya se observo, todas las componentes de la matriz encerrada
en paréntesis rectangulares son positivas, mientras que el vector
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Ax — [x tiene coordenadas no negativas, asi que la relacién des-
plegada arriba implica que (A — il)x = 0, lo cual es equivalente
a Ax = ux, por (3.4) y (3.25). Usando un argumento similar es
posible mostrar que si Ax < px para algin x € [0,00)¥, entonces
Ax = px. m

3.5. Soluciones de la Ecuacién de Opti-
malidad

En esta seccién se usard el Teorema 3.4.2 para demostrar la
existencia de soluciones de la ecuacién de optimalidad (3.1). Sea
M = (5, A, {A(x)}res, P,C) un proceso de decisién Markoviano
con espacios de estados y acciones finitos, de manera que el espacio
F = [[,cs A(z) de politicas estacionarias también es finito. Para
cada f € F defina la matriz A(f) cuyas filas y columnas se etiquetan
por los elementos de S como sigue;

A(f)y, =T Dp (f(2), xyeS. (3.28)

A continuacién, suponga que x,y € S y el entero positivo n son
tales que PJ[X,, = y] > 0. En este caso , existen estados

T1,To,...Tp_1 €S
tales que
P;{[Xl =11, Xo=2a2,...,Xpn_1=Tp-1,Xn=y] >0,
relacion que explicitamente se escribe como

Paay (f(2))P2y 2y (F(2) -+ Doy w o (F(@))Pa, s o (f(2)) >0,

desigualdad que via (3.28) equivale a

A(f)z w1A(f):E1 sz(f)mz L2 A(f)a:n—Q wnqA(f)wnq y > 0,

de tal manera que, bajo la condicién (3.13) en el Teorema 3.3.1,
cada matriz A(f) es comunicante (vea Definicién 3.4.1). Por lo
tanto, una aplicacién del Teorema 3.4.2 implica que para cada f €
F, existen pu(f) > 0y m(f) € (0,00)* tales que

p(f)m(f) = A(f)m(f). (3.29)

Defina
p* = min p(f) (3.30)
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y, recordando que F es finito, seleccione f* € F tal que

u(f*) = . (3.31)
Ahora defina

m* =m(f").
Con esta notacién se tiene que p*m* = A(f*)m*, igualdad que
puede escribirse como

prmt = @ @) Zply(f*(a:))mz, Vo € S (3.32)
yeS

Demostracion del Teorema 3.3.1. Se mostrara que

p'ml = aérjlj&) e C@a) szy(a)mz , VYx €S (3.33)
yeSs

Con este fin, para cada x € S seleccione un minimizador f (x) €
A(z) del lado derecho de esta ecuacién, de tal manera que

e)\C(z,f(f)) pr(f(w))mz

yeS

: AC(z,a) 2 : *
= min (& a)m
a€A(x) yGpry( ) Y

yeS

donde se utilizé la igualdad (3.32) en el ultimo paso. Como = € S es

arbitrario, usando (3.28) esta relacién equivale a A(f)m* < p*m*,

y entonces, de p* < u(f) (por (3.30)), y por lo tanto

A(fym* < p*m* < p(fym®.

Luego, iniciando con la relaciéon A(f)m* < u(f)m*, el Teorema
3.4.2(iii) aplicado a la matriz A(f) permite concluir que A(f)m* =
( f ym*, igualdad que combinada con la anterior relacién desple-
gada implica que A(f)m* = p*m*, esto es, para cada x € S,

AT S pry () o0y = o
yeSs

vea (3.28). Combinando esta igualdad y (3.34) se tiene que (3.33)
ocurre. Para finalizar, defina

*

1 1
9= log(p’) y h(z)=log(m;), VzeSs.

Con esta notacién (3.33) equivale a la ecuacién de optimalidad
(3.1).m



Capitulo 4

Enfoque Descontado
Bajo Aversion al
Riesgo

Este capitulo trata sobre procesos de decisién Markovianos con
espacio de estados numerable. La hipdtesis bésica es que el con-
trolador tiene un coeficiente de sensibilidad al riesgo constante y
positivo, por lo que el tomador de decisiones es averso al riesgo. En
este contexto el funcionamiento de una politica de toma de decisio-
nes se mide mediante el correspondiente criterio del costo promedio
asociado a una funcién de costo acotada. Bajo condiciones de comu-
nicacién que aseguran que el costo promedio es constante, aunque
no necesariamente se caracteriza mediante una ecuacion de opti-
malidad, la principal contribucién consiste en formular un criterio
descontado mediante el cual es posible aproximar el costo promedio
6ptimo sensible al riesgo.

4.1. Introduccidon

En este capitulo se estudian procesos de decision Markovianos
(PDMs) con espacio de estados numerable bajo el supuesto basico
de que el controlador tiene un coeficiente de sensibilidad al riesgo
constante y positivo, de manera que es averso al riesgo. Para va-
lorar el funcionamiento de una estrategia de control se utiliza el
criterio (superior) del costo promedio asociado a una funcién de
costo acotada y no negativa, mientras que en lo que refiere al en-
torno de trabajo, ademas de suponer condiciones de continuidad y
compacidad que son estandar en la teoria de PDMs, las siguientes
dos condiciones sobre la ley de transicion determinan el marco de

37
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referencia para el analisis subsecuente:

(i) El espacio de estados es comunicante bajo la accién de cualquier
politica estacionaria, y

(ii) La condicién simultdnea de Doeblin se satisface.

Dentro de este contexto, recientemente se ha demostrado que es
posible que el costo promedio éptimo no se determine mediante la
ecuacién de optimalidad usual [20]; sin embargo, para un indice
descontado asociado a un juego auxiliar de suma cero, la funcién
de valor 6ptimo es el punto fijo de un operador contractivo, de
tal manera que se caracteriza a través de una ecuacion, la cual
es similar a la ecuaciéon de optimalidad para el costo promedio.
Luego, es interesante estudiar el siguiente ‘problema del enfoque
descontado’:

e Aproximar el costo promedio éptimo con sensibilidad al riego
mediante los puntos fijos asociados con una familia de operadores
contractivos.

Este problema es clésico en la teoria de PDMs con criterio promedio
neutral al riesgo [2,54], y los resultados presentados més adelante
en este trabajo extienden las conclusiones obtenidas en [26], donde
se supuso que el coeficiente de sensibilidad al riesgo es ‘suficiente-
mente pequetio’, y en [1], donde se estudiaron modelos con espacio
de estados finito. El problema anterior conduce naturalmente a es-
tudiar la siguiente cuestién, la cual es interesante por si misma.

e Estudiar la igualdad de las funciones de valor éptimo para los
criterios de costo promedio superior e inferior.

Bajo el supuesto de que el tomador de decisiones es averso al
riesgo, el criterio del costo promedio fue inicialmente estudiado pa-
ra PDMs con espacio de estados finito en un importante trabajo
de Howard y Matheson [39], y el interés en el tema ha sido estimu-
lado fuertemente por las aplicaciones, por ejemplo, en finanzas [5].
PDMs conducidos por un controlador sensible al riesgo sobre un
espacio de estados finito o numerable se estudian en [14,24,33,34],
o0 [62,63], mientras que modelos con un espacio de estados de Borel
se analizan en [25-27], y [44]. Aplicaciones a problemas de finan-
zas se encuentran en [5,52,64], y otros criterios con sensibilidad al
riesgo se estudian en [5,6,45,61], mientras que juegos estocdsticos
con indice sensible al riesgo se analizan en [4,7].

La principal contribucién de este trabajo consiste en presentar
una soluciéon a los dos problemas planteados lineas arriba, y se
establece formalmente en el Teorema 4.3.1 de la Seccién 4.3. En
términos generales, la estrategia para establecer ese resultado puede
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reumirse como sigue: Primero se estableceré el teorema para el caso
de una funcién de costo con soporte compacto, y entonces el caso
general se obtendra a través de un proceso de aproximacion.

La presentacion del capitulo ha sido organizada de la siguiente
manera: En la Seccién 4.2 se describe formalmente el modelo de
decision y se define el criterio del costo promedio con sensibilidad
al riesgo. Posteriormente, en la Seccién 4.3 se introduce la familia
de funciones de valor 6ptimo descontado, y el resultado principal
donde se presenta la solucién a los problemas planteados anterior-
mente se enuncia en el Teorema 4.3.1. A continuacién, en la Seccién
4.4 se estudian propiedades bésicas de acotamiento de las funciones
de valor relativo descontado, las cuales se utilizan en la Seccién 4.5
para establecer el teorema principal para funciones de costo con
soporte compacto, resultado que se aplica en la Seccién 4.6 para
demostrar el Teorema 4.3.1 para el caso de una funcién de costo
general en el espacio de las funciones acotadas.

4.2. Modelo de Decision

Como punto de partida, es conveniente introducir la siguiente
notacién, la cual se usara consistentemente en el resto del capitulo.
El conjunto de enteros no negativos se denota mediante N, mientras
que, dado un espacio topolédgico K, el espacio C(K) consiste de
todas las funciones continuas C : K — R que son acotadas, esto
es, ||C|| < oo, donde ||C]| := sup ek |C(x)| < oo es la norma del
supremo de C'. Por otro lado, dado un evento N, la correspondiente
funcién indicadora se denota mediante I[N] y, por convencién, se
entenderd que cualquier relacién entre variables aleatorias ocurre
casi seguramente con respecto a la medida de probabilidad bajo
consideracién.

Sea M = (5, A, {A(x)}recs,C, P) un proceso de decision Mar-
koviano, donde el espacio de estados S es un conjunto numerable y
no vacio dotado con la topologia discreta, el espacio métrico A es el
conjunto de acciones y, para cada = € S, A(z) es la clase de accio-
nes (controles) admisibles en el estado x. Por otro lado, C : K — R
es la funcién de costo, donde K := {(z,a) : a € A(z),z € S} es
la familia de pares admisibles, mientras que la ley de transicién
P = [p;4(a)] es un nicleo estocéstico sobre S dado K. La inter-
pretacién del modelo M es la siguiente: En cada tiempo ¢t € N el
tomador de decisiones observa el estado X; de un sistema dindmi-
co, digamos X; = = € S, y aplica una accién A; = a, la cual se
selecciona dentro del conjunto A(z) de acciones permitidas en el
estado . Como consecuencia de esa intervencién, se incurre en un
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costo C(z,a) e, independientemente del registro de acciones y es-
tados previos, en el tiempo t + 1 el sistema se movera al estado
Xi+1 = y con probabilidad p, ,(a) > 0, donde Zyespxw(a) =1;
ésta ultima es la propiedad de Markov del proceso de decisiones.
Las siguientes hipdtesis se supondran en el resto del capitulo.

Hipétesis 4.2.1 (i) Para cada © € S, A(x) es un subconjunto
compacto de A;

(i1) Para cada estado x, la funcién a — pg(a) es continua en
a € A(x).

Hipétesis 4.2.2 C(-) > 0 y C € C(K).

Politicas. Para cada n € N, sea H,, el conjunto de historias posi-
bles del proceso de decisién hasta el tiempo n € N, esto es, Hp := S
y H, := K" x S, n > 1; un elemento genérico de H,, se deno-
ta por h, = (xo,a0,21,01,...,Tn—1,0n—1,%,), donde z,, € Sy
(24,a;) € K para 0 < i < n. Una politica m = {7 }+cn es una suce-
sién de ntcleos estocasticos ,, sobre A dado H,,, los cuales satis-
facen la relacién m, (A(x,)|hy,) = 1 para cada n € N. Si la historia
observada hasta el tiempo n es h,, € H,,, entonces bajo la politica
7 la accién A,, serd selecccionada por el controlador dentro de un
conjunto de Borel B C A con probabilidad m,(B|h,); la clase de
todas las politicas se denota por P. Dado el estado inicial z € S, y
la politica m € P utilizada para seleccionar acciones, la distribucién
del proceso {(Xy, A¢)} se determina de manera dnica por medio del
teorema de Tulcea [36, pp. 4-6], [54, pp. 22—-25]. Dicha distribucién
se denota mediante P}, mientras que E7 indica el corespondiente
operador de valor esperado. Ahora, sea I := [ .4 A(x) la clase de
todas las funciones f : S — A con la propiedad de que f(z) € A(z)
para cada x € S, y observe que F es un espacio métrico compacto
con respecto a la topologia producto, de manera que una sucesién
{fn} C F converge a f € F si, y sblo si , lim, , fn(z) = f(z)
para cada = € S. Una politica 7 = {m,} es estacionaria si existe
f € F tal que, para cada n € N y h,, € H,, la medida 7, (-|h,)
estd concentrada en el punto f(z,), esto es, m,({f(zn)}h,) = 1,
y en este caso la igualdad 1 = PJ[A, = f(X,)] es siempre valida.
La clase de politicas estacionarias se identifica de manera natural
con IF y, con esta convencién, F C P. Observe que bajo la accién de
cada politica f € T, el proceso de estados {X;} es una cadena de
Markov con mecanismo de transicién invariante determinado por la
matriz estocéstica [pg ., (f(z))]zyes. En el resto del capitulo {F,,}
denota la filtracién inducida por el proceso de estados {X,,}, esto
es,

fHZJ(Xk,Ak,OSk<n,Xn), n € N. (41)
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Criterio del Costo Promedio. En el desarrollo subsecuente una
condicién fundamental es que el tomador de decisiones tiene un
coeficiente constante de sensibilidad al riesgo, el cual se denota por
Ay se supone que A > 0, de manera que un costo aleatorio Y se
valora por medio de la esperanza de U,(Y'), donde la funcién de
utilidad Uy : R — R esta dada por

Ux(z) := e, Vzesb.

Asi, cuando el controlador se enfrenta al problema de elegir entre
dos costos aleatorios W y Y, preferird incurrir en el costo W si
E[e*V] < E[e*Y], mientras que serd indiferente entre cualquiera
de los costos cuando E[e*V] = E[e*Y]. El (\-)equivalente cierto de
un costo aleatorio Y se define como el nimero

E(Y) = log(E[e*])/A,

de manera que U)(Ex(Y)) = E[Ux(Y)], y entonces el controlador
es indiferente entre incurrir el costo aleatorio Y o pagar la cantidad
constante £,(Y"). Dada la politica = € P utilizada para seleccionar
acciones y el estado inical Xg =z € S, sea J,, (7, x) el equivalente
cierto del costo total leol C(X¢, A¢) en los primeros n tiempos de
decisién, esto es,

1

Jp(m,x) = 3

log (E;r [eA P C(X"At)D , neN\{0}, (4.2)

lo cual corresponde a una media de J,(m,x)/n por decisién. El

limite superior de estos promedios conforme n tiende a oo, es el

costo promedio (superior A-)sensible al riesgo bajo la politica 7 en

el estado z: )

J(m,x) := limsup — J,, (7, x), (4.3)
n

n—oo

y la funcién de costo promedio (A-)éptimo estd dada por

J*(x) := inf J(m,x), x€S, (4.4)
TP
mientras que una politica 7* € P es (A-)éptima, si J(7*,-) = J*(-).
Similarmente, el costo promedio inferior A-sensible al riesgo bajo
la politica 7 en el estado = estd dado por

1
:= liminf — 4.
J(m, x) imin an(w,x), (4.5)
mientras que la correspondiente funcién de valor éptimo esta defi-
nida por

J*(x) = inf, J(m, z); (4.6)
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note que

T < T (4.7)
Bajo las condiciones de comunicacién introducidas més adelante, se
mostrard que la igualdad ocurre en esta tltima relacién, de manera
que las funciones de valor 6ptimo para los costos promedio superior
e inferior coinciden.

Observacion 4.2.1 En la Seccion 4.6 se considerardn varias fun-
ciones de costo de manera simultinea. En ese contexto, la funcion
de costo C se incorporard a la notacion (4.2)-(4.7). Por ejem-
plo, J,(C,7,x), J(C,m,x) y J*(C,m,x) se utilizardn en lugar de
In(m,x), J(m,x) y J*(x), respectivamente. Observe que (4.2) im-
plica que la siguiente propiedad de monotonicidad es siempre vdli-
da:
C>D = J,(C,m,z) > J,(D,m,x),

y por medio de (4.3)-(4.6) se desprende que

J(Cym,) > J(D,m,-), weTP,
C>D = < J*C,) > J*D,-), (4.8)

1) >
J*(C,-) > J*(D,").

Fl siguiente resultado, conocido como lema de verificacion, es
un instrumento 1til para analizar el criterio de costo promedio; una
demostracién puede encontrarse, por ejemplo, en [33].

Lema 4.2.1 Suponga que g € R y la funcion acotada h : S — R
son tales que la siguiente ecuacion de optimalidad es vdlida:

Ag+Ah(z) _ f AC(z,a) Ah(y) V. S 4.9
e = 1n e zyla)e s xr e o. .
ae () ygesp y( ) ( )

En este caso, bajo las Hipotesis 4.2.1 y 4.2.2, las siguietes afirma-
ciones (i)—(ii) son vdlidas:

(i) La funcion de costo promedio dptimo J*(-) es constante e igual
ag;

(it) J*(x) = J*(x) para cada x € S;

(iii) Existe una politica f € F tal que, para cada estado x, el
término entre corchetes en (4.9) alcanza su valor minimo en la
accion a = f(x) € A(x), y tal politica f es dptima respecto a los
costos promedio superior e inferior; mds aun,

J*(z) = lim lJn(f,gc):gzj*(gc), Vz e S.

n—oo N
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Los primeros resultados acerca de la existencia de soluciones
de la ecuacién de optimalidad pueden encontrarse en [39]. M4s re-
cientemente, suponiendo que el espacio de estados es finito, en [18]
se establecieron condiciones necesarias y suficientes para que (4.9)
admita una solucién (g, h(-)) para cada funcién de costo C' € C(K).
En términos generales, las conclusiones de ese articulo establecen
que la ecuacién de optimalidad para el costo promedio posee una
solucidn si, y solo si, el espacio de estados es una clase comunicante
bajo cualquier politica estacionaria. Una versién de esta condicién,
la cual se enuncia lineas més adelante, se usara en el presente con-
texto de modelos con espacio numerable. Primero, es conveniente
introducir la siguiente notaciéon: Dado un conjunto F' C S, el tiem-
po Tr de arribo a F' se define como

Trp:=inf{n>1:X, € F} (4.10)

donde, por convencién, el infimo del conjunto vacio es oco. Com-
binando esta igualdad con (4.1) se desprende que [Tr = n] € F,
para cada n € N, y entonces Tr es un tiempo de paro respecto a
la filtracion {F,}.

Hipétesis 4.2.3 (i) Bajo cualquier politica estacionaria f € F, el
espacio de estados es comunicante, esto es, dados x,y € S, existen
n=n(z,y) ENyxz; €85,i=1,2,...,n tales que

T0=F, Tn=Y, Y DPu,z(f(®ic1))>0, i=1,23,...,n
(#1) [Condicién Simultdnea de Doeblin.] Friste z € S tal que

sup EJ[T.] =: B < oo, (4.11)
zeS,feF

donde
Tz ET{Z}. (4.12)

Observacién 4.2.2 (i) Bajo las Hipdtesis 4.2.1-4.2.3, si la ecua-
cion de optimalidad tiene una solucion acotada entonces tal solu-
cion es esencialmente inica. En efecto, si la ecuacion (4.9) es sa-
tisfecha por los pares (g, h(-)), (7, h(-)) € R x C(S), entonces g = §
y h(-) = h(:) es constante; vea, por ejemplo, [22].

(i1) Cuando el espacio de estados es finito, entonces no es dificil
ver que la Hipdtesis 4.2.1 y la propiedad de comunicacion en la

Hipdtesis 4.2.3(i) implican la condicién de Doeblin (4.11).

Bajo las Hipdétesis 4.2.1-4.2.3, el costo promedio éptimo J*(+)
no siempre se caracteriza por medio de la ecuacién de optimalidad
(4.9); vea [20]. Por otro lado, en la siguiente seccién se introduce
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una familia {T,} de operadores contractivos en el espacio C(S5),
y los correspondientes puntos fijos {V,} se determinan mediante
ecuaciones que son similares a (4.9), de manera que es interesante
ver si el costo promedio éptimo puede aproximarse por medio de
la famila de puntos fijos. El resultado en esta direccion se formula
en la siguiente seccién.

4.3. Aproximaciones Descontadas

En esta seccién se enuncia la principal contribucién de este
trabajo. Como punto de partida, para cada « €]0, 1] defina T,
C(S) — C(S) como sigue: Para cada W € C(S) y = € S,

To[W](x)

1
= _log| inf [e*(®a) Pay(a)e W W) . (4.13
b\ acA(z) y;g ,y( ) ( )

A partir de esta definicién es posible verificar que T,, es un operador
mondtono y a-homogéneo, es decir, para cada W,V € C(S)

(1) To[W] > To[V]siW >V, y
(ii) To[V + ¢] = T4 [V] + ac para cada ¢ € R.

Iniciando con V< W + ||V — W|| estas propiedades implican que
To V] S To[WH|V=W|] = To[W]+a||V —W]||, ¢ intercambiando
los roles de V' y W se sigue que

[Ta[W] = Ta[V]| < oW = V]|,

de tal suerte que T, es un operador contractivo en el espacio de Ba-
nach C(S) con la norma del supremo. Asi, existe una unica funcién
Vo € C(S) que satisface

Vo = To[Val, (4.14)

donde el punto fijo V, se determina mediante el método de apro-
ximaciones sucesivas:

lim |V, = T2W]| =0, W ec(s). (4.15)

Usando (4.13) y (4.14) se desprende que

AVo (z) f )\C’(m a) )\aV (y)
e = in " , x€S (4.16
B [ T (10
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y, combinando las Hipétesis 4.2.1 y 4.2.2, es posible verificar que
existe f, € F tal que, para cada x € S, f,(z) minimiza el término
dentro de corchetes en la ecuacién anterior, de manera que

eMVal(@) = AC( fa(2)) pr,y(fa(x))e)‘av‘”(y), xeS. (4.17)
yeS

A continuacién, defina el costo (a-)normalizado g.(-) y la funcién
de costo (a-)relativo hq () como sigue: Para cada x € S,

go(@) = (1 —a)Va(z), ha(r) :=a[Valz) = Valz)],  (4.18)

donde z es el punto fijo que se introdujo en la Hipdtesis 4.2.3(ii).
Con esta notacién, es posible verificar que (4.16) y (4.17) son equi-
valentes a

e)xga (2)+Ahqo(z)

= aeigfw) e C@a) szyy(a)eAha(y) , xz€S, (4.19)
yeS

ekga (z)+Ahq ()

= (@ fa(2)) pr,y(fa(a:))e)‘h“(y), x€S. (4.20)
yes

Observacién 4.3.1 (i) V,(+) es la funcidn de valor a-descontado
de un juego de suma cero con dos jugadores, el cual puede asociarse
al modelo M, y (4.16) es equivalente a la ecuacion de equilibrio de
ese juego; vea, por ejemplo, [33], [34], o [44].

(i) Como en el caso del criterio promedio, el costo descontado Vg y
el correspondiente operador Ty, dependen de la funcion de costo C.
Si varias funciones de costo aparecen en la discusion simultdnea-
mente, se escribird T, c and Vo c en lugar de T,, and V,, respec-
tivamente. Con esta notacion, a partir de (4.13) no es dificil ver

que la siguiente propiedad de monotonicidad es vdlida: Para cada
W e C(S)

C,DeCK)yC>D = T, c|W]>Tup[W], (4.21)
mientras que (4.14) y (4.15) pueden escribirse como

Voo =TaclVacl y  lm [Vao—Toc[W]|=0. (422)

A continuacidn, suponga que D < C donde D,C € C(K). En es-
te caso, (4.21) y la anterior igualdad conducen a To p[Va,c] <
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To,clVa,c]l = Va,c. A partir de este punto, por medio de un pro-
cedimiento de induccion es posible verificar que T&D[Vwc] < Vac
para cada n € N, y entonces la convergencia en (4.22) implica que
Va,p < Va,c. En resumen,

D,CeCK)yD<C = Vap < Vac. (4.23)

La igualdad (4.19) se asemeja a la ecuacién de optimalidad pa-
ra el criterio del costo promedio (4.9), similitud que sugiere que,
si go(+) es ‘aproximadamente’ constante, entonces g, (y) estd ‘cer-
ca’ del costo promedio 6ptimo, donde y € S es un estado fijo. El
siguiente teorema establece que este razonamiento intuitivo es co-
rrecto conforme « crece hacia 1.

Teorema 4.3.1 Bajo las Hipotesis 4.2.1-4.2.3, existe una cons-
tante g € R tal que las siguientes afirmaciones son validas:

(i) g = limy n ga~(x), x€S.

(i) J* () =g =J"().

Mads ain,

(i1i) Sea f € F un punto de acumulacion de la familia {fo} C F
conforme a /' 1, de tal modo que existe una sucesion {ay} CJ0, 1]
tal que

an /A1 cuando n— oo, y lim f,, (z)=f(z), z€S.

n—oo

En este caso,

1
lim —J,(f,z) =g, VYxes. (4.24)

n—o00 N

Note que combinando (4.18) con las partes (i) y (ii) de este
resultado se desprende que

Oltlfml(l—a)Va(x):J (x), Vzelb,

convergencia que extiende al presente contexto sensible al riesgo,
un resultdo clasico que relaciona los criterios del costo promedio y
descontado neutrales al riesgo (Araphostatis et al. 1994, Puterman
1994). La demostracién del Teorema 4.3.1 depende de los resultados
auxiliares que se presentan en las siguientes dos secciones, cuyo
principal objetivo es establecer la siguiente conclusion intermedia:

Bajo la condicién de que la funcién de costo C' tiene soporte com-
pacto, si (g, h(+)) es un punto limite conforme « crece hacia 1 de los
pares (ga(2), ha(+)), entonces h(-) es acotada y (g, h(-)) satisface la
ecuacién de optimalidad (4.9).
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A partir de este resultado, las conclusiones del Teorema 4.3.1 se
desprenden de inmediato para el caso en que la funcién de costo
tiene soporte compacto, y el resultado general se deducira apro-
ximando por abajo a una funcién de costo acotada por medio de
funciones con soporte compacto.

4.4. Resultados Auxiliares

En esta seccion se establecen resultados sobre propiedades de
acotamiento de la familia {h,} de funciones de valor relativo. Co-
mo punto de partida, sea « €]0,1[ y observe que combinando la
ecuacion (4.13) y la Hipdtesis 4.2.2 se tiene que

T,[0](z) = aeigfm) C(z,a) >0 (4.25)

y, por medio de la propiedad de monotonicidad de T, se desprende
que T2[0] > 0 para cada n € N, relacién que por medio de (4.15)
implica que

Vi, > 0. (4.26)

Por otro lado, la desigualdad del tridngulo y (4.13)—(4.14) permiten
establecer que

Vol = ITa[0]]] < Ve — T [0]]]
= [1Ta[Va] = Ta[0]| < af[Va = 0] = a[[Va;

puesto que (4.25) implica que ||[T[0]|] < ||C||, se desprende que
Vall = IC[l < [ Vall, y entonces

1 —a)[Val < lIC]I.

Por medio de (4.18), esta tltima relacién y (4.26) conducen a

0<ga() <CI vy [ha()Il <

2[|Cfl

El principal objetivo de esta seccién es establecer el siguiente re-
sultado.

Teorema 4.4.1 Bajo las Hipotesis 4.2.1-4.2.3, las siguientes afir-
maciones son vdlidas para cada x € S.

(i) sup ho(z)=: Byi(z) < 0.
«€]0,1]

(ii)) inf  ho(x) > —2||C||B, donde B es la constante en (4.11).
a€l0,1[,zeS
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La demostracién de este teorema es bastante técnica y depen-
de del resultado auxiliar establecido en el Lema 4.4.2 lineas mas
adelante. En el desarrollo subsecuente, {«,} es una sucesién que
satisface

O0<ap,<1l, neN, y a, "1 cuando n—oo. (4.28)

Propiedades adicionales de la sucesién {«,} se impondrén cuando
sea necesario. Por ejemplo, para cada a €]0,1] sea f, € F una
politica estacionaria que satisface (4.20) y, recordando que el con-
junto F de politicas estacionarias es un espacio métrico compacto,
note que la sucesién { f,, } tiene un punto de acumulacién en F. Por
lo tanto, después de tomar una subsucesién (en caso necesario), sin
pérdida de generalidad puede suponerse que existe f € F tal que

lim f,, (z) = f(x). (4.29)

n—oo

Lema 4.4.2 (i) Para cadan € N y z,y € S, la funcién
o= Pf[X,=vy], ¢€F, es semi-continua inferior.  (4.30)

(ii) Eviste una funcion By : [0,00[xS —]0,00[ tal que, para cada
w € S, B1(-,w) es creciente, y

limsup A (w) < By (||C],w) < oo.
a1

Demostracién. (i) El argumento es por induccién. Usando que
PfXg=yl=1,siy =2y PP[Xog =y] =0 cuando y # z, se
desprende que (4.30) ocurre para n = 0. A continuacién, suponga
que la afirmacién (4.30) es vélida para cierto entero k, y observe
que para cada ¢ € F la propiedad de Markov implica que

PY (X1 =yl = Y Paw((@) PP [X5 = 9.
veS

Dada f € I, tomando el limite inferior conforme ¢ — f en ambos
lados de la relaciéon anterior, el lema de Fatou implica que

liminf P?[Xy41 = y] > Z limi?fpmw(gp(x))Pf Xk =y
o—

s veES
>3 pen(f(2) P [Xk = 1)
veES
= PI[Xiy1 =),

donde la segunda desigualdad se obtuvo combinando la hipétesis
de induccion y la Hipdtesis 4.2.1, mientras que la igualdad se debe
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a la propiedad de Markov. Esto muestra que (4.30) es vélida para
n = k + 1, completando el argumento de induccién.

(ii) Sea w € S un estado arbitrario pero fijo, y observe que existe
una sucesion {a,} que satisface (4.28) asi como

lim hg, (w) = limsup hq (w). (4.31)

n—oo a/1
Dado n € N, sea f,, € F la politica en (4.20), de manera que

Ao (2) = plon {ex[axo,Ao)fgan(Xo)}exharxxn}

para cada z € S, igualdad que, por medio de un argumento de
induccién, conduce a

Mhan (@) — plon [eA Zi‘;ol[C(xt,Amgan<Xt>16Ahan<Xk>}

> e‘”kHC“EQ{“" [e)‘h% (X’“)} , xeS8S k=12 ...
(4.32)

A continuacién, tomando una subsucesién (si acaso es necesario),
sin pérdida de generalidad se supondréd que (4.29) ocurre para algu-
na f € F. Recordando la propiedad de comunicacién en la Hipétesis
4.2.3(i), seleccione un entero positivo k* tal que PJ[Xj+ = w] > 0,
donde el estado z es como en la Hipédtesis 4.2.3(ii). Ademds, usando
la parte (i), seleccione N € N tal que

Pl X =w] > =P/ [X4pe =w] >0, n>N.

1
5 z
Sustituyendo = y k en (4.32) por z y k*, respectivamente, esta
ultima relacién implica que, para cada n > N
Man(2) > =2TNC plen [exhan(xk*)]
> 2N plen [ x,. = ] eMran (0)

lef2>\k*|\c|\sz (X = ] eMhen (),

v

puesto que h,, (z) = 0, por (4.18), se tiene que
1
oo > 2k*||C|| + Xlog (2/P! [Xp+ = w]) > ha, (w), n>N,
una relacién que, usando (4.31), implica que limsup,, ~; ha(w) <

B1(||C||,w) < oo, donde By (r,w) := 2k*r+1 log (2/ P [Xje = w)).
Esto completa la demostracion, puesto que Bl(o, w) es creciente. W
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Demostraciéon del Teorema 4.4.1. (i) Sea w € S un estado
arbitrario pero fijo. El Lema 4.4.2(ii) garantiza que existe a(w) €
10, 1] tal que

ho(w) < 14 limsup hy (w) =: 1+ By (||C||,w) < o0, a €]a(w),1],
a1

2||Cller(w)
1 —a(w)
para « €]0, a(w)[, una relacién que es una consecuencia de (4.27).
(ii) Sea v €]0, 1| arbitrario pero fijo, y note que (4.20) es equivalente
a

y la conclusién se desprende obsevando que h,(w) <

e)‘hoz(:”) — EA[C(Ivfa(I))fga(m)] pr,y(f(x(x))e)\ha(y)7 Ve e S
yeS

asi que, por la propiedad de Markov, la relacién

Ma(Xn) = AOKn faXn) =Xl §7 (£, (X))eMhe®)
yeSs
= Efo [ex[cocn,An>fga(Xn>1+hu<xn+1>

fn] (4.33)

siempre ocurre; vea (4.1). A continuacién, para cada n € N defina
Yy = eha(Xo)

Y, = TS [CX0A)=ga(X0l+Ma(X0) > 1. (4.34)

Con esta notacién, (4.33) implica que Yy = Ef«[Y}|Fy] cuando
n = 0, mientras que paran > 1

Y, = Ega [Yn+1|]:n]

- gl [e)‘ Tioo[C(Xe,AD) =ga (X)l+ha (Xni1)

.Fn]
— S [C (X, AL) = ga (X4)]

x Efo {eA[axmAn)m(xn>]+ha<xn+1>

7

— AT [C(Xe,A0)=ga(Xe) gAha(Xn)
de donde se desprende que, para cada estado z € S, {(Y,, Fn)}
es una martingala con respecto a Pf. Recordando que T} es un
tiempo de paro con respecto a la filtracién {F,}, por medio del
teorema de paro opcional se desprende que, para cada x € Sy
neN,

Yo = Bl [Vl
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Puesto que 1 = Pf«[X = z], combinando esta relacién con (4.34)
se sigue que

eMa(@) — Eﬂ{a e S THO(X e, AY) —ga (X)) 4+ A ha (X1, An) (4.35)

para cada € S y n € N. Para concluir, usando que h(z) =0y
X7, = z en el evento [T, < oo], por (4.10) y (4.12), la igualdad
Pf«|T, < c0] = 1 que es consecuencia de (4.11), implica que

T, An—1
Jim z; [C(Xt, At) = ga(Xt)] + Ao (X1 An)
t=

T,—1

= ) [C(Xs, Ar) = ga(Xs)] + Mo (X1.)
t=0
T,—1

= > [C(Xe, Ar) = ga(X1)] = =2T.||C||, Pl*-c.s. Vz €S,
t=0

donde la desigualdad se debe a (4.27). Asi, tomando el limite infe-
rior conforme n tiende a 0o en (4.35), combinando el lema de Fatou
con la relacién anterior se obtiene

erhe(®) > plo [hminf e Zféﬁ"*l[C(Xt,Af,)—ga(Xt)]+Aha<Xsz>}
n—oo

> Ela [e—zxncun} > ~RCIB T vy e g,

donde la desigualdad de Jensen se usé en el ultimo paso. A partir de
este punto, (4.11) implica que h,(x) > —2||C|| B para cada = € S,
completando el argumento. m

4.5. Costos con Soporte Compacto

En esta seccién las conclusiones del Teorema 4.3.1 se demos-
traran bajo el siguiente supuesto adicional.

Hipétesis 4.5.1 FExiste un conjunto finito y no vacio F C S tal
que
x ¢ F = C(x,a) =0 para todo a € A(x). (4.36)

Teorema 4.5.1 Suponga que las Hipdtesis 4.2.1-4.2.3 y 4.5.1 son
vdlidas. En este contexto, existen g € R y h(-) € C(S) tales que las
siguientes afirmaciones son vdlidas:
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(i) Para cada x € S,

I ga(z) =g,y lim ha(z) = h(2). (4.37)

(ii) El par (g, h(-)) satisface la ecuacidn de optimalidad (4.9).

(iii) J*(-) = g = J*(-).
(iv) Suponga que f € F es tal que
lim f,, (z) = f(z), x€S, (4.38)

donde {a, } CJ0, 1] satisface que a, /1 conforme n — co. En este
contexto, para cada x € S,

eAgTAR(2) — AC(z,f(2)) pr,y(f(x))ekh(y)’
yes

y entonces

J*(z) = lim lJn(f,x) =g=J"(z), Vres.

n—o00 N

La demostracién de este teorema depende del siguiente resulta-
do.

Lema 4.5.2 Bajo las Hipdtesis 4.2.1-4.2.3 y 4.5.1, las siguientes
afirmaciones (i) y (i) ocurren:
(i) Para cada o €]0, 1], existe * = z*(a) tal que

2 e FU{z} y hao(x) <hy(z¥), Vzes, (4.39)

donde z € S y F C S son como en las Hipdtesis 4.2.3(ii) y 4.5.1,
respectivamente.
(ii) Eziste By € [0,00) tal que sup,ejo1(l|ha()ll < BY.

Demostracion. (i) Sea G = F'U{z} y note que (4.10) implica que
Te < T, desigualdad que por medio de (4.11) conduce a

Tg < oo Ploas. (4.40)

ahora, sea « €]0, 1] arbitrario pero fijo y, observando que el con-
junto G es finito, sea z* = z*(a) € G un maximizador de hq(-)
dentro del conjunto G, esto es,

¥ e€G vy holy) < ho(z*), yeGqG.
Luego, para demostrar (4.39) es suficiente mostrar que

x€S\G = ho(x) < ho(z"). (4.41)
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Para verificar esta implicacién, considere las variables Y;, en (4.34)
y, usando que T es un tiempo de paro con respecto a la filtracion
{Fn}, observe que un argumento similar al que se usé para deducir
(4.35), permite establecer que Yy = Efe Y1, 0], es decir,

TgAn—1

ekha(w) _ Ega 6)\ >l [C(Xt,At)—go (Xe)]+ Ao (XTgAn) , ne€ N.

Suponga ahora que x € S\ G C S\ F y note los siguientes hechos

(a) y (b):
(a) Usando que Pf~[Xy = x] = 1, (4.36) implica que

1 = P/>[C(X,, Ag) = 0];

(b) Por la definicién (4.10), si 1 < ¢t < T entonces X; € S\ G C
S\ F, y la Hip6tesis 4.5.1 implican que C'(Xy, A¢) = 0.

Los hechos (a) y (b) implican que 1 = PJ« [ Torm Tl O(Xy, Ay) =0
y, teniendo en mente que g, (-) > 0, por (4.27), la anterior relacién
desplegada implica que

M@ < B {6,\ha(XTGAn)} . neN.

Observe ahora que ho(X1oan) = ha(X1,) cuando n — oo en el
evento [T < o0, y entonces, ya que h,(-) es acotada, por (4.27),
combinando el teorema de convergencia dominada con la anterior
desigualdad desplegada se obtiene que

e/\ha(w) S Eg]:ca ekha(XTG)I[TG < OO]

< M@ plaTy < 0o] = eMel@),

donde la segunda desigualdad se obtuvo conjuntando (4.40) con el
hecho de que X1, € G en el evento [T < o0], y se usé6 (4.40) en el
ultimo paso. La anterior relacién desplegada implica que hq(x) <
ha(x*), lo cual, puesto que x € S\ G es arbitrario, implica (4.41).
(ii) Sea a €]0, 1[ arbitrario pero fijo. Ya que el conjunto F es finito,
combinando la parte (i) y el Teorema 4.4.1(i) se desprende que

ho(z) < ho(z) < By (z) =: By < o0,
supha(e) < max ha(e) < max Bi(e)=: By <oo

relacién que junto con la desigualdad en el Teorema 4.4.1(ii), con-
duce a ||ho|| < By := max{|B;|,2||C||B} < oo, donde B es la
constante en (4.11). m
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Demostracién del Teorema 4.5.1. Observe que (4.27) y el
Lema 4.5.2(ii) permiten concluir que, para cada « €]0, 1]

(9a(2); ha(a),x € S) € 0,|C)] x [][-B1, Bil = K. (4.42)
z€S

(i) Debido a que el conjunto K en el lado derecho de esta inclusién
es un espacio métrico compacto, la funcién a — (g (2); ha(x), 2 €
S) tiene (al menos) un punto limite en K conforme o A 1, y
entonces, para establecer (4.37) basta con mostrar que la clase £ de
tales puntos limite consiste de un sélo punto. Con esto en mente,
sea (g,h(-)) € L arbitrario, y seleccione una sucesién {a,} que
satisfaga (4.28) asi como

Jim_ga, (2) = g € [0, [C]],
lgn ha, (x) = h(z) € [-B7,B7], Yz eS. (4.43)

1— o

En este caso, observando que g, () — ga, (2) = he, (2) y

ha, (z) = 0 (lo cual se debe a (4.18)), la anterior relacién implica
que
hz)=0 y lim g, (z)=g,  Vzes. (4.44)
n—oo

Por otro lado, tomando una subsucesién (si es necesario), puede
suponerse que (4.29) también ocurre. Luego, sustituyendo a por
ay, en (4.20) y tomando el limite inferior conforme n tiende a oo
en ambos lados de la igualdad resultante, usando el lema de Fatou
conjuntamente con las Hipétesis 4.2.1 y 4.2.2, se deprende que

eAg+)\h(r) > eAC(m,f(m)) pr7y(f(l‘))€>\h(y), Y e S.
yeS
Observe ahora que la desigualdad
Mo (B)+Aha, (2) < eNC(z5a) pr’y(a)e’\h“n(y)
yeSs

siempre ocurre, por (4.19), y combinando el teorema de convergen-
cia dominada con (4.42)—(4.44), se sigue que

eAng)\h(a:) < e)\C(a:,a) pr,y(a)ekh(y)’ V(l‘, a) c K.

yEeS

Combinando las 1ltimas tres relaciones desplegadas se obtiene que

Ag+Ah(z) _ : AC(z,a) E Ah(y)
e = min e z.yl\Q)E
a€A(x) yESp 7y( )

= (@ (@) pr’y(f(x))ehh(y), Ve e S, (4.45)
yeSs
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Asi, el par (g,h(-)) € R x C(S) satisface la ecuacién de optimali-
dad para el criterio del costo promedio sensible al riesgo y, ademas,
h(z) = 0; puesto que una pareja (g, h(-)) con esas propiedades es
unica, por la Observacién 4.2.2; se concluye que el conjunto £ de
puntos limite de (g (2); ha(x),x € S) conforme o 1 consiste de
un solo punto y, como ya se menciond, esto completa la demostra-
ci6én de la parte (i). Ahora, observe que (4.45) implica la parte (ii),
mientras que la parte (iii) se deprende del Lemma 4.2.1. Para con-
cluir, note que el anterior argumento muestra que si (4.38) ocurre
para una politica estacionaria f € I, entonces la segunda igualdad
en (4.45) ocurre, y la parte (iv) es consecuencia del Lema 4.2.1(iii).
]

4.6. Demostracion del Teorema de Apro-
ximacién

La demostracién del teorema principal enunciado en la Seccién

4.3 se obtendra combinando el Teorema 4.5.1 con dos lemas auxi-

liares que se enunciardn mas adelante pero, antes de continuar, es

conveniente introducir la notacién que se utilizard en el argumento.
Sea {5, } una sucesién de subconjuntos finitos de S tales que

0 #S, CSpr1, neEN, U Sn =5, (4.46)
n=0

y defina la funcién de costo truncada C,, € C(S) como sigue: Para
cadan € Ny (z,a) € K|

Co(w,a) = { T8 T €S, (4.47)
' 0, 2 €5\ S

A continuacién, usando las Observaciones 4.2.1 y 4.3.1(ii) note que,
debido al Teorema 4.5.1, el costo promedio 6ptimo asociado con C,
es constante, digamos g, € [0, [|Cy||] C [0, ||C]|], y satisface

il/‘ml(l — a)Vo(Chp, )

=gp=J(Cp,z) = J(Cpyz), VzeS, neN. (4.48)

Note que las condiciones (4.46) y (4.47), conjuntamente con la
Hipoétesis 4.2.2, implican que 0 < C), < Cp+1 < C, y entonces

0<(1—a)Vao(Cp,-)

<
< (1 O‘)VCX(CTH-M ) < (1 - a)Va(C, ')a «a 6}07 1[a
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por (4.23). Tomando el limite inferior conforme « crece hacia 1 en
esta dltima relacion, (4.48) implica que

In < gny1 < lin}i‘rlﬂ(l —a)V,(C,x), VxeS. (4.49)
Defina
g:= lim g,. (4.50)
n—oo

La primera fase de la demostracién del Teorema 4.3.1 es la siguien-
te.

Lema 4.6.1 Bajo las Hipdtesis 4.2.1-4.2.3, las siguientes afirma-
CIONEs ocurren.

(i) J*(C,) <g.

(”) J*(C’ ) =g= J*(Ca )

Demostracion. (i) Sea n un entero no negativo arbitrario. Por
el Teorema 4.5.1(iv) aplicado a la funcién de costo C,,, existe una
politica estacionaria f,, € F tal que

eAgnJr)\hn(x)

= eACn(w,fn(ﬂ?)) szy(va(m))eAhn(y)a Vo €8, (4'51)
yeS

donde hy, () = limg 1 ho(Ch, ) = limy 1 (Vo (Ch, ) —Va(Ch, 2)).
Por el Lema 4.4.2(ii), la funcién h,, satisface —2||Cy,[|B < hp(+) <
B1(||Cy|l;-), donde Bj(-,w) es una funcién creciente y finita para
cada w € S; por lo tanto, observando que ||C,,|| < ||C|| se tiene que

ha € TT[=21CIB, Bi(|C],x)] =: K1, (4.52)
zeSs

y entonces (fn, hy) € F x K1 para cada n € N. Puesto que F x K
es un espacio métrico compacto, existe una subsucesién {ny} que
crece a 0 y tal que los siguientes limites existen:

lim f,, (x) =: f(z), lim h,, (z)=:h(z), YoeS.  (4.53)

k—o0 k—o0
Note que, debido a la monotonicidad de {g,,} establecida en (4.49),
a partir de (4.50) se desprende que

lim g,, =g.

k—o0
Estas convergencias implican que para cada x € S

lim e i tAn, (@) — Ag+Ah(z)

k—o0
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mientras que, combinando el lema de Fatou, (4.46), (4.47) y las
Hipotesis 4.2.1 y 4.2.2, se obtiene que

liminf X Y poy (o (2))eX

k—o0
yeSs
> ACCTEN Y timint py  (f, ()X
yeSs
= AOET Ny (@)W, v e s.
yeSs

Asi, sustituyendo n por ng en (4.51) y tomando el limite inferior
conforme k tiende a oo en ambos lados de la ecuacién resultante,
las dos ultimos hechos desplegados implican que la relacién

AIHAR(R) > AC(@,f(2)) Z Doy (F(2))eN®)
yes

— gl [€AC(XO,A0)+AB(X1)]

siempre ocurre; usando un argumento de induccion, se sigue que
para cada entero positivo n y x € S,

AngtARG) > pf [e)‘ E?;olc(XmAt)-i-)\ﬁ(Xn)}
> Ef [e)‘ D C(Xt,At)} e—2MClB

_ e)\J,,L(C,f,m)efw\HCHB’

donde (4.52) y (4.53) se combinaron para establecer la segunda
desigualdad, y la igualdad se obtuvo conjuntando (4.2) con la Ob-
servacién 4.2.1. Se sigue que J,(C, f,z) < ng + h(z) + 2||C||B,
desigualdad que por medio de (4.3) y (4.4) implica que J*(C,z) <
J(C, f,x) <g.

(ii) Como se observé anteriormente, C' > C, para cada entero po-
sitivo n y, combinando la propiedad de monotonicidad en (4.8) con
(4.48), se tiene que J*(C,-) > J*(Cp,-) = gn. Por lo tanto, (4.50)
implica que J *(C,-) > g, y la conclusién se desprende combinando
esta desigualdad con (4.7) y la parte (i). m

Lema 4.6.2 Bajo las Hipotesis 4.2.1-4.2.3, las siguientes afirma-
ciones son vdlidas para cada x € S.

(Z) hmsupa/‘l(l - O‘)Va(c7 l‘) <Jr (Cv I);

(1) limg (1 — a)Vo(C, z) = g.

Demostracion. (i) Una demostracién de esta parte puede enco-
trarse en [23] o [34].
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(ii) Observe que g < liminf, (1 —a)Vy(C,-), por (4.48)—-(4.50). A
partir de este punto, combinando la parte (i) con el Lema 4.6.1(ii)
se obtiene que limsup,, (1 — )V, (C,-) < g. m

Demostracion del Teorema 4.3.1. Sea g la constante en (4.50)
y note que la parte (i) se desprende de Lema 4.6.2(ii), mientras
que la parte (ii) se demostré en el Lema 4.6.1(ii). Para verificar la
tercera parte, para cada « €]0, 1] sea f, € F la politica estacionaria
que aparece en (4.20), y suponga que

li_>m fa, (@)= f(z), Vxes,

donde {a,} CJ0,1[ es una sucesién que crece hacia 1. Usando que
ICnll < |IC|, el Teorema 4.4.1 implica que {hq,, (z)} estd conte-
nida en [-2B||C||, B1(z)] para cada x € S, y entonces, por medio
del método diagonal de Cantor, sin pérdida de generalidad puede
suponerse que

lim hq, (z) =t h(z) € [-2B||C||, Bi(x)], VzeS. — (4.54)
Reemplazando « por «,, en (4.20) y tomando el limite inferior
conforme n tiende a co en ambos lados de la igualdad resultante, la
parte (i) conjuntamente con las dos ultimas relaciones desplegadas
conducen a

M) — liminf e C (@ fan (2)) Z Dy (for, (x))e)\ha” (v)

n—o00
yeS

> (@) E liminf py y (fa, (z))eor @)
n— o0
yeSs

> 0. f(x) meyy(f(x))e’\h(y)
yeS

—gf {e/\C(XO,AO)-&-)\h(Xl)} . Vzeds.

donde el lemma de Fatou y la Hipdtesis 4.2.2 se aplicaron para
establecer la primera desigualdad, y la Hipdtesis 4.2.1 se usé en el
ultimo paso. A partir de este punto, un argumento de induccién
permite concluir que para cada x € Sy n € N\ {0},

enAITAR() > pf [ex v C<X1,At>+xh(xn>}
- T
> gt [&EZ& c<xt,At>] e—2AClIB

An(frz)=2XC| B
€ )

donde se utiliz6 (4.54) para establecer la segunda desigualdad, y
la igualdad se debe a (4.2). Se sigue que g + [h(z) + 2||C||B]/n >



4.6 Demostracion del Teorema de Aproximacion 59

Jn(f, ) /n, asi que combinando (4.5), (4.6) y la parte (ii), se tiene
que para cada estado z,

g > limsulen(f,w) > liminflJn(f,x) = j(f,m) > j*(x) =g,
n n—oo n

n—oo

completando la demostracién. m
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Capitulo 5

Resumen y Problemas
Abiertos

5.1. Retrospectiva

En este trabajo se estudiaron procesos de decisién Markovianos
con espacio de estados numerable. Las dos premisas fundamentales
bajo las cuales se desarrollé el analisis fueron que

(i) El controlador es averso al riesgo y valora un costo aleatorio
por medio de una funcién de utilidad exponencial, de modo que su
coeficiente de sensibilidad al riesgo es constante y positivo, y

(ii) El espacio de estados es una clase recurrente positiva bajo el
accionar de cualquier politica estacionaria.

En este contexto, se establecié una version sensible al riesgo
del ‘enfoque descontado’, el cual consiste en aproximar el costo
promedio éptimo por medio de los puntos fijos de operadores con-
tractivos. El principal resultado en esta direccién se formuld en el
Teorema 4.3.1, el cual generaliza un resultado clésico referente a
la aproximacién del costo promedio éptimo mediante el costo des-
contado minimo en el contexto neutral al riesgo. Como resultado
adicional que es interesante por si mismo, se demostré que los cri-
terios promedio superior e inferior tienen la misma funcién de valor
optimo.

Con respecto al enfoque técnico, es conveniente notar que se de-
mostré que las aproximaciones (4.18) convergen a una solucién de
la ecuacién de optimalidad (4.9) s6lo en el caso en que la funcién de
costo tiene soporte compacto, mientras que el caso de una funcién
de costo general se obtuvo mediante un proceso de limite. El en-
foque de este trabajo se basé en los resultados de [20], donde bajo
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las condiciones de comunicacién/ergodicidad en las Hipétesis 4.2.3,
se establecié una caracterizacién del costo promedio optimo supo-
niendo que el coeficiente de sensibilidad al riesgo del controlador
es constante y positivo.

5.2. Dos Problemas Abiertos

El resultado principal de este trabajo, enunciado en el Teorema
4.3.1, se establecié bajo la premisa de que el controlador es averso
al riesgo con coeficiente de sensibilidad al riesgo constante y positi-
va, y las condiciones de comunicacién/ergodicidad en la HipGtesis
4.2.3. Luego, es natural considerar los siguientes problemas:

e Extender las conclusiones del Teorema 4.3.1 al caso de proclividad
al riesgo, en el cual el controlador tiene coeficiente de sensibilidad
al riesgo constante y negativo.

e Establecer conclusiones similares a las establecidas en el Teorema
4.3.1 bajo versiones mas débiles que las establecidas en la Hipdtesis
4.2.3, por ejemplo, suponiendo solamente la condicién generalizada
de Doeblin
sup  EJ[Tr] < oo,
feF,zeS

donde F' es un subconjunto finito de S.
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