Espacio de Probabilidad

( 1, F, P

Espacio muestral, o — algebra, Medida de probabilida




Espacio muestral

» 2 es el conjunto de todos los
posibles resultados del experimento
aleatorio en cuestion.




Ejemplo de 2

» Considere el experimento aleatorio de participar en un
loteria. Suponga que hay un millon de numeros en esta lot
jugador participa con un boleto.

;Cual es un posible espacio muestral para este experi
unicamente uno de los posibles numeros es el ganador?

» 2={1,2,...,1000000} ={x|xezyx < 1000000}

» = {“ganar”, “perder”}




Ejemplo de 2

» El experimento consta de lanzar una moneda y un dado al mi
;Cual es el espacio muestral?

» 0 ={(aguila, 1), (aguila, 2), ..., (dguila, 6), (sol, 1), (sol, 2), ...

» Sea A={aguila, sol}, B={1,2,3,4,5,6}
2={(x,y)|lx e Ay ye B}=AXB




o —algebra F

DEFINICION. (#-ALGEBRA, ESPACIO MEDIBLE, EVENTO). Una coleccién
# de subconjuntos de {2 es una o-dlgebra si cumple las siguientes con-
diciones:

1. e #.
2. 8i A e F, entonces A € F.

3. Si A1, Ay,... € F, entonces | ] A, € F.
n=1

A la pareja (£2,.%) se le llama espacio medible v a los elementos de .F
se les llama eventos o conjuntos medibles.



Ejemplo de F

1.F ={0,Q}
2. F ={0,E E°Q}
3. F =29




Medida de probabilidad P

» Una funcion P tal que P : F — [0, 1] es una medida de probabilid




Ejemplo de P

PROBABILIDAD CLASICA
» P:F - [0,1] donde F =22 y Q finitoy equiprob




Se lanza un dado equilibrado.

;Cual es la probabilidad (clasica) del evento A=“obtener un nim

» 0=1{1,2,34,5,6}
> A=1{246)

>

_ #2463 1
P(A) = 7123456 6 2

Se verifica que esta forma de calcular
probabilidades cumple los 3 Axiomas




Ejemplo de P

PROBABILIDAD GEOMETRICA

Se verifica que esta forma de calcular
probabilidades cumple los 3 Axiomas




;Cual es la probabilidad de que una dardo lanzado al azar so
un tablero circular de radio unitario caiga en el circ
circunscrito de radio 1/2?

Q= “Circulo verde”

A=“el dardo cae en el circulo rojo”
Area de A /4

1
P(A) = = —
(4) Area de T 4




Ejercicios
» Se prueba un artefacto electrénico y se anota el tiempo

de uso, digamos t
a) Encuestra el espacio muestral del experimento

by SiA={t|t <100}, B={t|20 <t <200}, C={t|t<
200}

Obtenga AUB,AN B, A°, (BUC(C)¢




Ejercicios

>

En un periodo de 24 hrs, en un momento X un
interruptor se pone en la posicion de “encendido”.
Posteriormente, en un momento y (todavia en el
periodo de 24 hrs.) el interruptor se pone en la posicion
de “apagado”.

Supongamos que X y y se miden en horas en el mismo
eje del tiempo con el comienzo del periodo como
origen. El resultado del experimento consta del par de
numeros (X,Y).

Obtenga el espacio muestral
Describa y dibuje los siguientes eventos en el plano xy

i.  El circuito funciona durante una hora o menos

ii. El circuito funciona en el tiempo z donde z es algun
intervalo durante el periodo de 24 hrs.

iii. El circuito funciona el doble de lo que esta interrumpido.




Propiedades Elementales

Demaostracidn. Tomando A; = A = -+ = @ en el tercer axioma
tenemos que

P(@) = P(2) + P(2) +---

La tinica solucién de esta ecuacion es P() = 0.




Demaostracidn. Definiendo A, = Ay0 = -+ = @ se verifica que esta
sucesion infinita sigue siendo ajena dos a dos v por lo tanto, usando el tercer
axioma, tenemos gue

P(CJ A = P A
k=1 k=1

D P(A)
k=1

= ), P(A).
k=1




Demostracidn. De la teoria elemental de conjuntos tenemos que ) =
A A% en donde A v A son eventos ajenos. Aplicando el tercer axioma
tenemos que

1= P()
= P(Au A9
— P(4) + P(A").




Demostracidn. Primeramente escribimos B = A u (B — A). Como A y
B — A son eventos ajenos, por el tercer axioma, P(B) = P(A) + P(B — A).
Usando el primer axioma concluimos que P(B) — P(A) = P(B— A4) = 0.
De aqui obtenemos P(B) — P(A) = 0.




Demostracién. Como B = Au (B — A), siendo esta unién ajena, por el

tercer axioma tenemos que P(B) = P(A) + P(B — A). .




Demostracidn. Como A < (), se tiene que P(A) < P(f2) = 1. La primera
desigualdad, 0 < P(A), es simplemente el primer axioma.




Demostracién. Primeramente observamos que para cualesquiera eventos
Ay B se eumple la ignaldad A — B =A— (A~ B), en donde An B € A,
de modo que P(A — (A~ B)) = P(A) — P(A n B). Entonces escribimos a
A v B como la unidn disjunta de los siguientes tres eventos:

AuB = (A-B)u(AnB)u(B-A)
= A-(AnB))u(AnB)u(B—-(AnB)).
Ahora aplicamos la probabilidad. Por el tercer axioma,
P(AuB) = P(A—-(AnB))+P(AnB)+ P(B—(An B))
P(A)—P(AnB)+ P(AnB)+ P(B)— P(An B)
= P(A)+ P(B)— P(An B).




Demaostracidn. Agrupando adecuadamente v usando la fGrmula para dos
eventos,

P(AuBuw(C)=P[(Au B)u ]
=P(AuB)+ P(C)-P((AuB)nC)
= P(A) + P(B)— P(An B) + P(C)
—P((AnC)u(BnC))
— P(A) + P(B) + P(C) — P(A~ B) — P(A~ C)
—P(BnC)+P(AnBnC).




PROPOSICION. (DESIGUALDADES DE BOOLE). Sea {4, : n € N} una
sucesion de eventos. Entonces

1. P( Cl An) < i P(A,).

2. P([) Ax) 21— Y P(AS).

Demostracidn.

1. Tome By = A;, v para n = 2 defina

n—1
B, = A, — | A
k=1
Hemos demostrado antes que {B,, : n € IN} es una sucesion de eventos
disjuntos dos a dos tales que B, € A, y | J72, A, =|J=, B, Por lo

tanto
rJa0 - rm
= iP{Bn]
< iP{An}.
—

2. Esta designaldad se sigue de la primera al considerar la sucesion de
los complementos.




Ejercicios:

1 P(A—B)=P(A) - P(An B).
2 P(AAB) = P(A) + P(B) — 2P(A n B).

3 Determine si las signientes funciones son medidas de probabilidad.

a) P(2) =1y P(A) =0 para cualguier otro evento A.
b) P(B) =0y P(A) =1 para cualquier otro evento A.

4 Sean A y B eventos tales que P(A) =p, P(B)=qy P(An B) =r.
Encuentre:
a) P(An B%). ¢) P(A" n BY).
b) P(A° B). d) P(AAB).




5 Sea A, By (C treseventos tales que P(A) = P(B) =1/3, P(C) = 1/4,
P(AnB)=1/6 v P(Bn C)=0. Encuentre P(An B n ).

6 Demuestre que la probabilidad de que exactamente uno de los eventos
A o B ocurra es P(A) + P(B) — 2P(An B).

7 Sean A, B y C tres eventos. Demuestre que la probabilidad de que
exactamente:

a) uno de estos eventos ocurra es
P(A)+ P(B)+ P(C)—2P(AnB)—2P(AnC)—2P(BnC) +
3P(AnBnC).

b) dos de estos eventos ocurran es
PAnB)+ P(AnC)+ P(BnC)—3P(AnBnC).

¢) tres de estos eventos ocurran es P(An B n C).

1, Cudl es el evento que se obtiene al unir estas tres condiciones?

8  Sean P y @ dos medidas de probabilidad definidas sobre la misma
coleccion de eventos. Demuestre que para cada « € [0,1] la funcidn
aP + (1 — a)Q es también una medida de probabilidad.




