Momentos y Varianzo




Definicion

El r-€simo momento alrededor del origen de una variable aleatoria X,
denotado por i’ ., es el valor esperado de X', simbdlicamente,

W= EXT) = ) 7 f()

X

Parar=0, 1, 2, ... donde X es discretq, y

p. o =EX") = J x" - f(x)dx

Donde X es continua.



Definicion

u', = E(X), se llama la media de Ia
distribucion de X, o simplemente la
media de X, y se denota con p.



Definicion

El r-ésimo momento alrededor de la media de una variable aleatoria X,
denotado por y,, es el valor esperado de (X — ). simbolicamente,

= ELXC= @] = ) (=7 - ()

X

Parar=20, 1, 2, ... cuando X es discretq, y
pe =B =)= [ = f G0
Cuando X es confinua.
Nota. El segundo momento es muy importante en la estadistica ya que

indica la amplitud o dispersion de la distribucion de una variable
aleatoria, motivo por el cual tiene un simbolo y nombre especial.



Definicion

U, = E[(X-u)?], se define como la varianza de o
distribucion de X, o simplemente la varianza de X, se
denota por ¢4, Var(X) o V(X), a la raiz cuadrada de la
varianza se le conoce como la desviacion estandar y
se denota por .



Teorema 1

Demostracion
o! = E[(X — n)']
= E(X? — 2uX + u?)
= E(X?) — 2uE(X) + E{(4’)
= E(X?) — 2u-p + u?
= p; — u’



Teorema 2

Si X tiene varianza o2, entonces

V(aX + b) = a? 62

Dem. Se deja de tarea de casa.
Nota. Para el caso a = 1, agregamos una constante (b) a la

variable aleatoria X, significa desplazar los valores de |la variable
ya sea a la derecha o izquierda, dependiendo del valor

constante.



Ejemplo de clase

Se tiene el experimento de lanzar un
dado, y sea X la variable aleatoria
que registra el resultado de la cara
superior del dado. Calcular la
varianza de X.



Solucion

Q={123456} p(1)=p(2) =...=p(é) = 1/6
Entfonces,

° 1 ° 1 ° i 91

I E(X2) = 1224 22- 14 .4 2= _

,uZ—E(X)—16+26+ +66 g

Por lo que



Ejemplo de clase

Si X es una variable aleatoria exponencial con pardmetro A, entonces
E(X*) = f xthe—2 d
0
=[-x*e=*] + rkx"“e"" dx
0
k
=—E(X*!
S B

Sik=1, dado que



Eiemplo de clase (continuacion)

E(Xty =% FECEE

_k(k—1)
A2

= T E(X)

k

E(Xk 2) —

'E(l)—k'



Tarea de clase




Problema |

Si X es una variable aleatoria distribuida uniformemente
sobre (a,b), encontrar el k-€simo momento



Solucion

Parak=1, 2, ...

bk+1 L ak+1

EX) = G0 D




Problema 2

SI X es una variable aleatoria distribuida
como Gamma, con pardmetros w y A,
encontrar el k-ésimo momento



Solucion

Parak=1, 2, ...

T(w+k
B(X*) = x(’rvr(w))




Problema 3

SI X es una variable aleatoria distribuida
como %2, con n grados de libertad,
calcular su k-esimo momento



Solucion

Parak=1, 2, ...

E(X*) = 2k




Continuacion
de conceptos




Valores esperados de productos: Un

CQaso especial

Ya sabemos que para cualesquiera dos variables aleatorias Xy Y:

;
Z Z xypxy(x,¥) siXyY sondiscretas

para toda x para todo y

E(XY) = {

j j xy fxy(x,y) dx dy si X y Y son continuas

\\—00 —00
Pero si X y Y son independientes, si E(X) y E(Y) existen, entonces
E(XY) = E(X) E(Y)



Covarianza

Cuando las variables aleatorias no son independientes, una
medida de relacion entre las variables es la covarianza, pues es
un valor que indica el grado de variacion conjunta de dos
variables aleatorias respecto a sus medias. Nos permite saber
coOmo se comporta una variable en funcidn de lo que hace ofra
variable.

Definicion. Dadas las variables aleatorias X y Y con varianzas
finitas, se define a la covarianza de Xy Y, y se denota por
Cov(X,Y) como:

Cov(X,Y) = E(XY) = E(X) E(Y)



Teorema 3

SI Xy Y sonindependientes, entonces
Cov(X,Y) =0

Demostracion. Se omite, pero basta con
aplicar la definicion y el hecho de ser
Independientes.

Nota. Lo reciproco no es cierto, si Cov(X,Y) =
0 no nos dice si Xy Y puedan ser
Independientes.



Teorema 4

Suponga que X e Y son variables aleatorias con
varianzas finitas y que ay b son constantes. Luego

Var(aX + bY) = a2 Var(X) + b2 Var(Y) + 2ab Cov(X,Y)



Demostracion

Por conveniencia, denotemos a E(X) = u, y E(Y) = u,. Enfonces E(aX+bY) =
A+ oy
Var(aX + bY) = E[(aX+bY)?] - (a y, + u,b)?]

= E(a?X? + b2Y2 + 2abXY) - (a?y, ? +b? p, 2 +2aby,u, )

= [E(@2X?)- a2, 2] + [E(62Y2)- b2 p,2 | + [2abE(X,Y)-2abp,p,]

= O2[E(X?)- u, 2] + B2[E(Y?2)- py 2] +2ab[E(XY)-u,u,, ]

= a?Var(X) + b2 Var(Y) + 2ab Cov(X,Y)



Notas acerca de la covarianzao

Mientras mayor sea el valor absoluto de |la covarianza de X vy Y,
Mmas grande serd la dependencia lineal entre X y Y Los valores
positivos indican que X aumenta cuando Y aumenta; los valores
negativos indican que X disminuye cuando Y aumenta.

Si la covarionza es cero, indica que las variables son no
correlacionadas y que no se da la dependencia lineal entre Xy Y.

Es dificil determinar que tan fuerte es la dependencia porgue se
depende de la escala de medicion.

Para evitar ese problema, es conveniente estandarizar su valor,
esto se logra mediante el coeficiente de correlacion p.



Coeficiente de correlacion

El coeficiente de correlacion, es una medida
que permite conocer el grado de asociacion o
dependencia ineal entre dos variables

aleatorias cuantitativas (X, Y).

Cov(X,Y)

Ox Oy

p(X,Y) =

Nota. -1 <p(X,Y) <1



Notas

El signo del coeficiente de correlacion es igual al signo de la
covarianza, y es una medida del grado de linealidad entre las dos
variables.

r > 0 indica que Y aumenta a medida que X aumenta y r = +]
implica correlacion perfecta, con todos los puntos cayendo en una
recta con pendiente positiva.

Un valor de r = 0 implica cero covarianza y gue no hay correlacion.
Un coeficiente negativo de correlacion implica una disminucion en
Y cuando X aumenta, y r = =1 implica correlacion perfecta, con
todos los puntos cayendo en una recta con pendiente negativa.



Varianza condicionadl

Al igual que en el caso de valor esperado, podemos
definir la varianza condicional como:

Var(X|Y) = E[(X — E(X))*|Y] = E(X* |Y) = (E(X |YV))? (#)



Teorema 5

Var(X) = E[Var(X|Y)] + Var(E(X|V))



Ejemplo de clase

Para la fdp conjunta fy y(X,y) = x+y, 0 <x <
1,0<y <1, encontrar la varianza de X+Y.



Solucion

Tomar en cuenta que Xy Y no son independientes.
E(X) = E(Y) =7/12, E(X?) = E(Y?) =5/12

V(X) =11/144 = V(Y) por simetria

E(XY)=1/3

Cov(X,Y)=-1/144

Var(X+Y) =5/36 =20/144



Corolarios

Supongamos que W,, W,, ..., W_ son variables aleatorias con varianzas
finitas. Entonces

Var (ia; W,-) =ia,2Var(W.-) +22a;a,'Cov(W,-. W)
i=l

i=1 i<j

Supongamos que W,, W,, ..., W, son variables aleatorias independientes
con varianzas finitas. Enfonces

Var(W, + W2 + .- -+ W,)) = Var(W,) + Var(W>) + - - - + Var(W,)



Distribuciones continvas

Funcion de
generadon
Distribucion Funcion de probabilided Media Varianza de momento
Uit ) . 0, +6, ®,—8,)* & — o
) = B =y < = e a— _
orme T =55 0=y 2 2 16, —0,)
Normal f(y) ! [ ( ! )( )’] 2 explpr + o’
)= expl—| =) \¥y—uy a” I
V)= asexp 357 ) K I3 p 2
-0 < y < 400
| 2
Exponencial f(y) = Fe"'”’; g=>0 B B2 (1— g~
0D<y<m
R a—1_—v/B. 2 —a
Gamma f(y) = [I‘(u)ﬂ“]" e VB, ap af (1 — fr)
0<y<o0
nw/2)=1_-y/2
Ji cuadrada f(y) = (\)1—e v 2v (1-20)""/2
2:"1‘(\'/2)
v =0
r
Beta fly) = [w—+ﬂ,] _v""(l — )')"": l ,aﬁ no existe en la
F(e)l(B) a+f (@+pf)ya+p+1)

D<y<l

forma cerrada



Distribuciones discretas

Funcion de
generacion
Distribucion Funcion de probabilidad Media Varianzo de momento
Binomial ply) = (;',)p-"(l -p) np np(l — p) [pe' + (1 = p))”
v=0,1,....n
. _ 1 1—p pe'
Geométrica (v) =p(l —p) — 5 _—
PRy=pE=p P P I—(1—-pe
yv=12...
r N—r
Hi ric (v)_(_\')(n—_\'). nr n(r)(N—r)(N—n)
ipergeométrica ply) = (v) : N N N N —1
v=0,1,....,nifn <r,
yv=0,1,....rifn>r
,l'e—l
Poisson ply) = " : A A
y=012

Binomial negativa

expli(e’ — 1))

_ - r(l —= p) pe' !

(v) = y=1I (1 - p) r; [—

p. (r-l)p p p ] ]_(l_p)cl
v=rr+l,...



Observaciones
dependientes e
independientes

para (y,, y,)




Tareas de clase




Problema |

Suponga que se lanzan dos dados. Sea X el numero
que aparece en el primer dado y sea Y el mayor de |os
dos numeros que aparecen. Encuentre Cov (X, Y).

R=105/72=1.45833



Problema 2

Demostrar que

Cov(aX+b, cY+d) = acCov(X,Y)



Problema 3

Encuentre la covarianza de |las variables aleatorias
cuya densidad de probabilidad estd dada por

|2 parax>0,y>0,x+y<1
fX, (6 y) = {O en cualquier otra parte



Solucion

Mx = 1/3 = My
E(XY) =1/12
Cov(X,Y) =-1/36



Tareas de casa




Problema |

Sea U una variable aleatoria distribuida uniformemente
en [0, 2mr]. Defina X =cos U e Y =sen U. Muestre que X e
Y son dependientes pero que Cov (X, Y) =0.



Problema 2

Si la densidad de probabilidad conjunta de Xy Y estd
dada por

p
%(x+2y) para0 <x<1,0<y<1

fxy(,y) = < ,
0 en cualquier otra partre

\

Encontrar la media condicional y la varianza condicional
de Xdado Y =%.



Problema 3

Suponga que las variables aleatorias X y Y tienen
medias W, y d, Y varianzas g%y Yy 0%y, respectivamente.
Use la definicion bdsica de la covarionza de dos
variables aleatorias para establecer que

A) Cov (X, Y)=Cov(Y.X).

B) Cov(X,X) = g%y. Esto es, la covarianza de una variable

aleatoria y ella misma son sélo la varianza de la variable
aleatoria.



Problema 4

Un dado es lanzado 10 veces. Calcular la suma
esperada de los 10 lanzamientos.



Problema 5

La formula de covarianza condicional. La covarianza
condicional de Xy Y dado Z, es definida por.

Cov(X,Y|Z) = E[(X-E[X | Z]) (Y-E[Y | Z])]
Demostrar que Cov(X,Y | Z) = E[XY | Z] - E[X | Z] E[Y | Z]



